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ABSTRAKT

Tématem této bakal arské prace jsou metody optimalizace a popis metod sitove analyzy.

Celé dilo jerozdéeno do Ctyf casti.

Prvni dvé jsou soucasti teoreticke Casti. Jedna strucné popisuje metody optimalizace a
jejich principy v ¢lenéni dle jgjich klasifikace. Druha je teoretickou prlipravou pro praci se
sitovym grafem a stanovuj e a popisuje pouzivané pojmy.

Navazujici analyticka cast se zabyva jednotlivymi metodami analyzy a optimalizace si-
tového grafu. Popisujeje z hlediskajejich pohledu na vyslednou optimalizovanou velicinu a
pOpi suje pouzivané postupy.

V posledni, projektove Casti je vybranou metodou kritické cesty analyzovan jednoduchy
sitovy graf ajsou prakticky ukazany jednotlive postupy analyzy.

Zavérem konstatuji, Ze popsané metody mohou byt G€inné jen v pripadé presné a kom-
pletné popsanych projektu.

Klicova slova: Optimalizace, Metody sitove anayzy.

Abstract

Thetopic of thisthesisare methods of optimization and description of methods of network
analysis.
The whole thesisis devided into four parts.

First two parts are concured with the theoretical aspects of the newtork analysis. One
of them breafly describes the methods of optimization and it’s principles in order of their
clasifications. The second one lays down the theoretical ground work for the work with
network charts and determines and expands the notions used.

The subsequent analytical part deals with the particular methods of analysis and of op-
timization of the network charts. It describes them by taking into account their view of the
resultink optimizet value aned presents the procedures used.

In thefinal project part is by the selected method of critical path analyzed simple network
chart and are partiay demonstrated the existing procedures of analysis.

My conclusion isthat the methods described can be efective only in case of precisely and
of completly described projects.

Keywords: Optimization, Methods of network analysis
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UvoD

Cilem této bakalarské prace je seznamit se s metodami pouZivanymi pfi sitové analyze,
popsat je anavybrané metode kritické cesty prezentovat jegi uZiti.

Clenéni bakalarské prace

V prvni Casti teorie se seznamime se zakladnimi pojmy optimalizace. PopiSemetypy Uloh
a seznamime se s metodami optimalizace.

V druhé Casti teorie si popiSeme nékteré principy a postupy pri tvorbé sitového grafu
aukazemesi nékteré metody pripravy grafti pro dal$i praci. Ukazeme moznosti transformace
grafll — jak vyhledavat cykly, diky kterym by dalSi vypotty byly nesmysing, popiseme si
moznosti agregace a prevodu na linearni diagram projektu (ten je prehledngsi zejména pro
mensi projekty).

V teoretické Casti se budeme vénovat jednotlivym metodam analyzy sitového grafu a po-
piSeme si jgjich principy.

Nejdrive se budeme vénovat optimal nimu rozvrzeni zdrojt vzhledem k Easu avzhledem k
naroklim na zdroje pfi zadaném terminu. Doposud neexistuje zplisob uréeni presného Feseni
této Ulohy. Pomoci uvedenych a goritml se budeme snaZit nalézt feSeni priblizné.

V dal8i kapitole si zformulujeme prostou a obecnou Ulohu 0 maximanim toku v siti
a popiSeme agoritmy jejiho feSeni a pouzitelnost v sitové analyze.

V paté kapitole probereme rlizné varianty minimalizace nakladll na projekt. Paremetric-
kou Ulohu ukazujici zavislost minimalnich nakladt projektu na délce jeho trvani. Tyto Glohy
jsou vlozeny do obecného schématu teorie konvexniho a linearniho programovani a obecné
mohou byt feSeny simplexovou metodou s nekterymi jejimi modifikacemi a obecnou meto-
dou konvexniho programovani. UkaZzeme si i Kelleyovu metodu, pfevadgjici tyto Glohy na
znamou Ulohu o maximalnim toku v siti, ktera je feSena jednoduchym algoritmem.

Na pfipraveném grafu si podrobné probereme metody vyhledani kritické posloupnosti
Cinnosti (kritické cesty), tj. Fetézce Cinnosti, ktery urcuje minimani dobu dokonceni celého
projektu (kritické doby) a metody nalezeni ostatnich parametrll sitového grafu.
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1 OPTIMALIZACE

P¥i zakladnim pohledu na (lohy optimalizace je mtizeme rozdélit nadvé zakladni skupiny.
,Optimalizaci“, zabyvajici se statickymi systémy a,, Optimani Fizeni“, feSici optimalizacni
lohy dynamickych systemt.

Vysledkem optimalizace statického systému je nalezeni extreml (minima a maxima)
Ucelové funkce:

y(z1, To, 23) = 1% + 229% + 0, 525>
y(r) = 52* +32° + 222 + 2+ 1
U dynamickych systémli je vys edkem optimalizace (optimalniho Fizeni) funkce f(t):
y'(t) = 2y(t) + 2u(t)
Ykm = Yk + Tug
maximalné vystihujici popis chovani dynamického systéemu.

Ugelovou funkci optimalizace je realna funkce realnych proménnych — hledanych ex-

trem(, napriklad f = ¢ - z, kde c je vektor optimalizované proménné a z je vektor procesii

[3].

1.1 KLASIFIKACE ULOH OPTIMALIZACE
Ulohy optimalizace miizeme rozdglit podle téchto kritérii:
1. Volny extrém

- Jednorozmérny

- Vicerozmeérny
2. Klasicky vazany extrém

- Omezeni typu rovnost
3. Neklasicky vazany extrém

- Omezeni typu nerovnost

4. Antagonistické hry a optimalni rozhodovani
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1.2 KLASIFIKACE METOD OPTIMALIZACE
1.2.1 Analytické metody

Jednorozmeérné pfipady —derivace

Necht je f(x) funkce redlné proménné.

1. Ostrélokalni maximum v bodé x, pokud mav daném bodé prvni i druhou derivaci
aplati, ze f'(zo) = 0 A f"(z9) <0

2. Ostrélokani minimum v bodé x4, pokud mav daném bodé prvni i druhou derivaci
aplati, ze f'(zo) =0 A f"(x9) >0

V piipadg, Zejsou obéderivace nulove—necht existuje pfirozene&islon tak, ze f () (z,) #
0 aproviecnak < nje f*)(zy) = 0. Pak plati:

1. jeli n sudea f™(zy) < 0 = mafunkce f v bodé x, Ostré lokalni maximum
2. jellinsudea f™(xg) > 0 = mafunkce f v bodé z, Ostré lokalni minimum

3. jerli n liché a= mafunkce f v bodé x, Inflexni bod (bod ve kterem se funkce méni
z konvexni v konkéavni, nebo naopak).

Pokud je funkce f spojitana.J a f'(zy) = 0 adruhaderivace v z, neexistuje, pak plati:

1. jeli f'(x) < 0 vlevém okolia f'(x) > 0 v pravém okoli z, = v bodé z, mafunkce
ostré lokani minimum

2. jeli f'(z) > 0 v levémokoli a f'(x) < 0 v pravém okoli zyp = v bodé =, mafunkce
ostrée lokani maximum [ 3]

Vicerozmérné pripady — gradienty

Mame spojitou funkci redlné proménné: f (1, ..., z,).
Zobecnéni 1. derivace: gradf = Vf = (‘” 8—f>

oz’ ) Oy

Zobecnéni 2. derivace: Hessovamatice K = V2 f

o f rf ... _9f

Ox12 Ox10x2 0x10Tn
_O0*f . . o*f

K = O0x20z1 ' 0x90Tn
9% f 9% f L 0% f
O0xn0r1  Oxn0Ta Oxn?

DTato vétaplati i kdyZ v zy neexistuje ani 1. derivace.
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Zobecnéni inflexniho bodu — sedlovy bod
Stacionarni bod = V f(z9) =0

Sylvestrovo kritérium:

1. Ugelova funkce ma minimum, pokud je Hessova matice Pozitivné definitni (viechny
hlavni subdeterminanty kladné).

2. Utelova funkce ma maximum, pokud je je Hessova matice Negativné definitni (prvni
subdeterminant zaporny a u ostatnich se u stfidaji znaménka) [3].

Priklady:

-2 1 2 1 1 2 , :
=ND =PD =aniND,aniPD
1 -1 3 2 31

Omezeni typu ,, =".

M etoda L agrangeova multiplikatoru — klasicky vazany extrem f(xq, ..., z,) pfi podmin-
kéch g;(z1,...,2,) =0; j=1,....m < n.

M etoda L agrangeovych multiplikatord:
d(a,N) = f(x)+ Y Ajg;()
j=1

Necht f,¢1,..., g, Mai spojitée prvni parcialni derivace a necht jsou funkce Vg;(z) li-
nearné nezévidé. Pak plati — je-li x, extrem f pfi omezeni g;(x) = 0 = existuje \g =
()\01, el )\om) tak, ze plaﬂ ngﬁ(l’o, )\0) = V)\Qﬁ(l’o, )\0) =0

1. Cilemje urcit stacionarni bod pro Vx apro VA
dp 0 d9

A W

2. Minimum nebo maximum uré&ime netriviané— pomoci totalnich diferencialfl. Casto je
jednodusSi porovnat funkéni hodnoty.

3. Ulohamarteseni, i kdyz volny extrém neexistuje!

4. Dal&im zplisobem FeSeni je dosazovat z omezeni. [3]

Omezeni typu ,, <".

Kuhn-Tuckerova véta (o sedlovem bodé) — neklasicky vazany extrem
max f(xq,--- ,x,) pfi omezenich g(z1, -+ ,2,) >0;j=1,--- m;i=1,--- n; x; >0
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Lagrangeovafunkee: ¢(x,A) = f(z) + >_7-; Ajg;(x)+ Kuhn-Tuckerovavéta
Jestlize existuje xg > 0 a g > 0 tak, zepro Ve > 0 VA > 0 plati:
¢(x, Ao) < B(x0, Ao) < B(x0, A)
potom x, je optimalnim FeSenim Glohy neklasického vazaného extrému.

Véta nema konstruktivni charakter a pro vypocet se nehodi. Pro diferencovatelné funkce
f, g1 se vypoCet redukuje natzv. Kuhn-Tuckerovy lokani podminky:

Jestlize existuji prvni parcialni derivace f a g, (vSechny), pak nalezeni extremu je ekvi-
valentni podminkam:

%) <0 (ﬁ) >0
<ami (z0.0) O ) (wo,x0)
4 %) =0 Ao <8¢>> -0
T,
0 <8$1 (-’EOy)\O) OJ BLB'L (-’EOy)\O)
i=1,---.n j=1,---,m

Ani v tomto pripadé neni vypocet trividni [3].

1.2.2 Iteracni metody

Komparativni (porovnanvaci)

princip: z11 = x, + Ay o =pocatetni podminky, tedy konstrukce posloupnosti {x; }7°
s podminkou

lim z), = 2oy
k—oo

1. Jednorozmérove:

Fibonacciho metoda a metoda Zlatého rezu

Fibonacciho posloupnost: F; = F;_1 + F;_s; Fh=F =1
tedy F; = {1;1;2;3;5;8;13;21;34;-- -}

zZlaty fez: lim;_ o % =0,618

po N krocich se [a; b] redukuje na délku:

dy = 2-2—|b—a| pro Fibonacciho metodu

Fnia
dy = (0,618)N]b — a|  pro metodu zlatého fezu

Powellova metoda

Vyuzivaaproximacni i6el ovefunkce kvadratickou zavislosti: y = ag+aiz+asx?
koeficienty ag, a;, ay se spotitaji z trojice {z;, y; = f(x;)}3_, podle vztahl:

(ys — y1)(x2 — 1) — (Y2 — y1) (@3 — 56‘1)2

I ay=
(22 — xl)(l"%(— ) —) (23 — @1) (23 — a1
Y2 — Y1 — ATy — T
l ay = 2 L }(A)
To — X1
L apg=y1 — a1y — aﬂ%
podm. extreml: iy = 0 = 2a07, = —a1; T = —%}(B) adosadi sezaay, a-.

Bodem z, se nahradi x; a postupuje se dal.
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2. Mnohorozmérné:

Mapovani kriterialni plochy
- Nevyhody: obrovské mnozstvi vypoCtu a nezarucené konvergence
- Vyhody: jednoduchost a al goritmizovatel nost

Box-WIsonova metoda
- Nevyhody: (1 + 2V) vy€ideni f(z)
- Vyhody: algoritmizovatel nost, modifikovatel nost

Smplexjeng/mensi konvexni polyedr v daném prostor u (rovnostranny troj Uhel nik
v R?, pravidelny étyfsténv R3,...)

M etoda pravidelného simplexu

Metodaspocivav minimalizaci poctu vycisleni G¢elovefunkee (1+2%) — N+1
- Nevyhoda: urCeni extrému, kdy ukonCit iteraci — poCtem iteraci, rozdilem funkc-
nich hodnot.

M etoda flexibilniho simplexu (Nelder-M ead)
Modifikace konstantnosti simplexti pomoci pravidelného simplexu pomoci dal-
Siho vypoctu = nejdokonalgSi komparativni metoda.

M etoda cyklické zameény parametr il (Gauss-Seidl)
Jedna se o postupné,, fezy* podl e jednotlivych promeénnych, ve kterych se provadi
jednorozmérné optimalizace [3]

Gradientni

Princip:

xr + 1 =xp + A, grad f(zo)

Ar < 0 —postup k minimu funkce

Ar > 0 —jepostup k maximu funkce
A =konstantni = gradientni metody s kratkym krokem
A —promeénné = gradientni metody s dlouhym krokem
Vyhoda:

nekumuluji numerické chyby

1. Jednorozmérné:

Regula falsi
Newtonova metoda
v okoli z;, se icelovafunkce rozvine do Taylorovarozvoje:

p(x) = f(xr) + f'(x) (@ — 2x) + [ (2) « _2xk>

2
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anovy iteracni krok sehledaz podminky p'(z) = 0 = f/(ap)+f"(zx) (x—2,) =0
apro dalsi x,; sevoli hodnota x, tedy

f'(xr)

Tyl = T — f”(xk:)

2. Mnohorozmérné bez omezeni:

< Newtonova metoda

Skréatkym krokem

Sdlouhym krokem
Optimalizace dlouhého kroku:

d
A = max {ap()\) = 0}

kdep(A) = f(zx + Agrad f(zy))

Kvazinewtonské

vychézi z aproximace Ucelove funkce f(x) kvadratickou formou:

f@) = —(z —2)TC(x — %) = T — 2a"Cx

pro maximum, kde z* je bodem optima, ¢” je &iselny vektor, C' a C' jsou pozit.
def. mat. (obvykle C' = ©)

M etoda konjugovanych gradient(

predpoklad: f(z) ~ ¢Tx—aTCx, pak gradf(z) = c—2Cz = —2C(z—1z*)
Vektory dV, ..., d™) jsou konjugovanék poz. def. C(dim N x N), jestlize
plati: dDTCdY) =0 proi # ;.

O konjugovanych smérech plati véta:

Necht d, .. ., d™¥) jsou konjugovanésméremk C'. Pak posloupnost z,., =

sk + &d™®), kde
[grad f(x)]" d®

S = g Cd®
konverguje k bodu extrému funkce f(x).

— DFP (Davidov+Fletcher+Powell)
jednoduchy princip — z41) = @; + &S;gradf(x;), kde S; je aproximace
Hessovy matice
— PARTAN (parallel-tangent)
M etoda paral elnich teCen (tangent)
Principem je vytvoreni 2 paralelnich smérl, z kterych se vyberejisty priimeér.
— Algoritmus CONGRA (conjug-gradient)
vyuziva metodu konjugovanych gradient(
- 1. Nevyhoda: je potfeba vypoCitat 2. derivaci
- 2. Nevyhoda: $patné konverguje pro protahlé ekvidistantni kfivky
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3. Mnohorozmérné s omezenim (typu <):

M etoda projekce gradientu

Formulace: max f(x1, ..., xy) pii linearnim omezeni: Az < b apodmince neza-
pornosti z > 0V [3]

Princip: sestaveni projekcni matice () z omezeni tvaru:

A
Axﬁb;—xﬁOéQ:[ I]

Projekce: P = [1 — Q"(QQ")~'Q] anovy smér ¢ = (QQ”) ' grad f(x)
M etody nahodného vyhledavani

princip:
Tpa1 = T + Axy
Axy = ap X[k, Afr, x1)&k
Afy = f(xr) — flag — 1)
kde X jefunkce vyhodnoceni (UspéSnost, nelispésnost), £ je rovnomeérné rozl ozena nahodna
veliCinanaintervalu [—1; 1]

Klasifikace
- Jednoduché (prosté, bez uceni, s konstantni strategii)
- Adaptacni (s ucenim, adaptaci pravdépodobnosti, . . .)
- Sprvky umélé inteligence (genetické, evolucni, . . .)
Hledani bez vyhodnoceni

o
2
Tyl = Tk + apéi Zai:oo Zai<oo
= i=0
napriklad:

Hledani s navratem:

max: A, = a1l + sgnA f(2-1)]& — §Az_1[1 — sgnA f(zy,)]

max: A, = %ak[l — sgnAf(zr—1)|& — %Axk_l[l + sgnAf(z)]

Hledani s linearnim prepoctem:
Az = %ak[l — sgnAf(zr_1)|&k — Axg_1[1 + sgnA f ()]

D Jedna se o typicky ekonomicky formulovanou Glohu, analogickou s linegarnim programovanim
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Hledani s predikaci:
Azy, = 2 Azy[1 — sgnAf(zp)]& + 3Aa;[1 + sgnAf ()| &k

Hledani s potrestanim nahodnosti:
Azy, = 3[1 — sgnAf(zx)] Ap_1 + 3[1 + sgnA f ()] assgnA f (zx)sgnAzy_1 &k

1.2.3 Specialni metody

Linearni programovani

Specialni Uloha neklasického vazaného extr'emu zakladni Kklasifikace:

f(xy,...,x g ;= clx

vazebni podminky:
anry + -+ ar, < b
W11 + -+ QT < by,
tedy Az < b
+ podminka nezapornosti: z; > 0

Ekonomicka interpretace - pouziva se k feSeni ekonomickych Gloh — maximalizace
zisku/minimalizace nakladli, Casova optimalizace,. .., vyrobni program se , prevede’ na
matematickou Ulohu, kde jednotlivé vlivy jsou nahrazeny vektory proménnych a vektory
procesll f = ¢ - 7.

Dynamické programovani

- sitova forma— dopravni Gloha
- tabulkova forma — separovatel na icel ova funkce
Bellmandiv princip optimality:
Optimalni trgjektorie z libovolného bodu T do bodu Z nezaleZi na tragjektorii, ktera predsta
vuje cestu z bodu A do bodu T.
Poznamky:
- Reeni mavzdy dva chody — primy a zpétny
- Redeni nemusi byt jednoznaéné
- P¥i postupu se nikdy nesCitaji a neporovnavgji vice jak 2 Cisla

Analyticky tvar dynami ckého programovani — princip déleni zdroju:
N

extrf(xy, ... Z fi(z;) separovatelna funkce — pfi omezeni :Z x; <b x; >0[3
i=1
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124 Teorie her aoptimalniho rozhodovani
Klasifikace Gloh teorie her
- Nekonfliktni rozhodovani (jeden GCastnik)
- Konfliktni rozhodovani (2 a vice G¢astnika)
- Neinteligentni hraci
- Rozhodovani pfi riziku
- Rozhodovani pfi neurcitosti
- 2inteligentni hraci
- Antagonisticky konflikt

- Neantagonisticky konflikt (= Kooperativni, nebo nekooperativni — viz N
inteligentnich hragt)

- Ninteligentnich hragt
- Nekooperativni
- Kooperativni
- Pfenosnavyhra
- Nepfenosnavyhra

Maticové hry

Matematicky model konecného antagonistického konfliktu (ve kterém pro oba hrace
existuje pouze konecny pocet pripustnych rozhodnuti.

Diferencialni hry

ReZi hry v normanim tvaru, v nichz vyplatni funkce zavisi na strategiich hragti prostred-
nictvim FeSeni soustavy diferencidnich rovnic.
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2 STRUCNY UVOD DO GRAFU

V této Casti i ujasnime zakladni pojmy a postupy pfi tvorbé sitového grafu a zasady
zobrazovani jeho uzl 0l a Ginnosti.

Grafem rozumime mnoZzinu bodli —uzti { Py, Py, - - - , P, } amnozinu orientovanych hran
{(P;, P;}, spojujicich nékteré dvojice téchto bodll. Hrana (7;, P;) ma pfitom pocatek v uzlu
P; akonec v uzlu P; (ve schématu ji znaCime jako orientovanou Usecku) [1].

Graf nazyvame symetricky, kdyz s danou hranou (7;, P;) obsahuje i symetrickou hranu
(P;, ;) [1]. Pokud obsahuje jen jednu ze dvojice symetrickych hran je graf asymetricky.
V nasi dal§i praci budeme pouZzivat jen asymetricky graf.

Hrany, které maji poCatek v P; nazyvame vystupni z uzlu P; a hrany , které maji konec
v P; nazyvame vstupni do uzlu P;.

Pokud magraf jen jeden uzel P,, ktery nemavstupni hrany a pouze jeden uzel P,,, ktery
nema vystupni hrany a kazde jeho hrané je pfifazeno €islo, nazyvame jg siti. Posloupnost
hran, ve které konec predchozi je zatatkem dal$i nazyvame cesta. Cisla pfipsana hranam
nazyvame délkami. Soucet délek hran posloupnosti nazyvame délkou cesty.

2.1 PRAVIDLA SESTAVENI SITOVEHO GRAFU

Pokud z jednoho uzlu vystupuje £ Cinnosti a tytéZ vstupuji do jednoho uzlu, zavedeme
pomocnych (k — 1) uzlll a s konetnym bodem je propojime pomoci fiktivnich &innosti
o nulové délce (znazorhujeme carkované) — viz obr. 1.

0=0

a)

Obr. 1. Zavedeni pomocnych fiktivnich Cinnosti s nulovou délkou trvani k oddéeni ¢innosti
vystupujicich z jednoho uzlu a vstupujicich spolecné opét do jednoho uzlu.

Pokud do uzlu P; vstupuje vice nez jedna Cinnost a vystupuje z ng vice nez jedna ¢innost,
ale pro provadeéni nékterych ¢innosti neni nutné ukonceni vSech vstupnich €innosti, zavedeme
dodatecné uzly afiktivni ¢innosti k oddéleni téchto Cinnosti — viz obr. 2.
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Obr. 2. Zavedeni pomocnych fiktivnich ¢innosti s nulovou délkou trvani a uzlli k oddéleni
¢innosti, vstupujicich a vystupujicich do/z jednoho uzlu, které na sebe nutné nenavazuji.

Pokud udalosti vyjadrené uzlem P, nepredchéazi zadna Cinnost, navazeme ji na pocatecni
uzel P, fiktivni ¢innosti s nulovou dékou trvani. Pokud po udalosti P, nenasleduje Zadna
¢innost, navazeme ji podobné na konetny uzel P,, —viz obr. 3.

Obr. 3. Zavedeni pomocnych fiktivnich Cinnosti s nulovou délkou trvani pro ¢innosti, které
nemgji a) pfedchazgjici, b) nasledujici ¢innost.

V&echny Cinnosti v sitoveém grafu musi byt jednoduché. Pokud ale Cinnosti napriklad
(P;, Py), (Pj, P;1) mohou zaCit po dokonceni dil€ich Cinnosti (P;, P;), zavedeme dodatecné
uzly P;1, P;2, ¢imz rozd&ime slozenou Cinnost a Cinnosti (7}, P;),a (F;, P;1) pripojime
v bodech, kdy miize za€it jejich ¢innost = P;1, P, P;2, P,1 —viz obr. 4.

Naopak, mtizeme li nékolik ¢innosti, nebo Cast projektu, provést nezavise na zbytku
projektu, sestavujemeagregovanou sit, kdedil ¢i —nezéavislou Cast projektu nahradimejedinou
¢innosti o délce trvani dil&i ¢asti projektu. Tento zplisob je pouzivan predevsim v rozsahlych
sitich a umoZziuje rozdélit graf na nékolik dil&ich sitovych grafli a planovat po ¢astech —
viz obr.5.



UTB ve ZIing, Fakulta aplikované informatiky 21
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Obr. 4. Zavedeni pomocnych fiktivnich ¢innosti s nulovou délkou trvani pro Cinnosti, které
nemgji a) pfedchazgjici, b) nasledujici ¢innost.

£

a) b)

Obr. 5. Priklad sestaveni agregované sité — nahrazeni dil i ¢asti grafu (nezavislé naostatnich
¢innostech) jednou Cinnosti.

2.2 CiSLOVANi uzLO

Cilem preCislovani je, aby pro libovolnou Cinnost (7, ;) byla splnéna podminka nerov-
nosti: 7 < j, coz usnadni dalsi praci s grafem.

Pro jednodussi sitové grafy provedeme precislovani pomoci metody preskrtavani hran.
Zatnemetim, Zesi urCimeuzel P, tojetakovy, ktery nemazadne vstupni hrany. PfeSkrtneme
vechny hrany, vystupujici z uzlu 1, auzel, ktery zlistane po tomto kroku bez vstupnich hran
oznaCime jako uzel P;. V daSich krocich opakujeme preskrtavani vystupnich hran z pravé
oCislovaného uzlu a urcujeme dalSi nasledujici, dokud nedojdeme k uzlu P,, bez dalSich
vystupnich hran. Takto staveny graf se v3ak v praxi prilis nevyskytuje.

Nejbézngsi pripady grafll jsou silné rozvétveny, proto postupujeme pomoci kombinace
preskrtavani hran a urcovani radi jednotlivych uzlll. Ukazkovy graf — viz obr. 6. Zatneme
jako u predchoziho pfipadu uréenim uzlu P, bez vstupnich hran—toto bude uzel nultéhoFadu.
V&echny uzly, které po preskrtani hran vychazejicich z uzlu Py nemaji zadné vstupni hrany
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Obr. 6. Ukazka sitového grafu pred precislovanim.

nazveme uzly prvniho fadu. V dalSim kroku opakujeme preskrtani hran vystupujicich z uzli
prvniho fadu a nalezneme uzly druhého fadu. Pro kontrolu — vidime, Ze maximani poCet
hran cesty z uzlu P, do uzll prvniho fadu je 1, do uzli druhého fadu jsou to 2 hrany. Obecné
mlizeme Fict, Ze maximalni poCet hran cesty spojujici uzel i-tého fadu s uzlem P, (uzlem
nultého Fadu) roven 1.
Ocislovani uzll nyni provedeme nasledujicim zplisobem:

Jedinému uzlu P, nultého fadu pritadime ¢islo 0. UzIUm prvniho fadu prifadime Cisla
1,2,..., Kk, uzllm druhého fadu Cisla k; + 1,k; + 2,...,k; + ky atak pokratujeme do
vyCerpani vech uzlll. ProtoZe uzly stejného Fadu nejsou navzajem spojeny a uzly nizsiho
fadu maji mensi index, pak v o€islovanésiti prolibovolnou hranu (P, P;) vzdy platii < j [1].
Precislovany graf z obr. 6—viz obr. 7. Postup z kapitoly o ¢islovani uzl&imtize odhalit i mozny
vyskyt cyklt — bohuzel vak jen z diivodu jeho nevhodnosti pro sitove grafy s nimi. Po né-
kolika krocich se totiz dostaneme na ,, Uroven“vy3si, nez je skutetné mozny pocet Urovni
v grafu. V takovém pripadé je nutno bud pouzit algoritmus podporujici grafy s cykly, nebo
oSetfime graf tak, aby k zacyklovani nedochazel o.
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Obr. 7. Ukazka preCislovanéeho sitového grafu.

2.3 FORDUV ALGORITMUS (PRO CiSLOVANi UZLU V ROZSAHLYCH SiTiCH)

Pocatecni krok
Kazdemu uzlu P; pritadime Cislo )\§.°) = 0 akazde hrané (P, ;) pfifadime Cislo y;; = 1,
které zlistava stejné béhem celého algoritmu.

Obecny g-ty krok
Probiraji se vsechny uzly ve zvolenem pofadi (napf. Py, P, ..., P, aéisIaqu_l), vypoctena
v predchozim kroku, se nahrazuji novymi Cisly )\g.q) > )\gq_l) podle vzorce:

AP =max(\P 4y} (=1 w0 =0),

kde p jerovno ¢ nebo g — 1 v zavislosi natom, probiral-li seuzel P; pfi g-tém kroku, nebo se
jesté neprobiral. Pri kazdém kroku je mozno probirat vSechny uzly v libovolném poréadkul.

Obecny krok se opakuje do té doby, az v g-tém kroku zlistanou beze zmény vSechna
AV, Potom &isla

=M =20 (j=0,1,...,n),

jsou fady j-tych uzll sité.

2.4 VYHLEDAVANI cYKLU

Obzvlasté v rozsahlych sitich se miize vyskytnout zacykleni nékterych Ginnosti. To zpl-
sobuje problémy pfi vypoctech. UZ u zakladniho algoritmu pro precisiovani miize dojit
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k zacykleni a znemoznéni graf preCislovat. Pro vyhledavani cyklll pouzivame nasledujici
algoritmus:

Pripravny krok —Kazdemu uzlu P; pfitadimedvécisia¢; a); kterasev priibéhu algoritmu
méni. Kazdé Cinnosti (P, P;)pfifadime jeji trvani ¢;;. £; se rovna poctu neprobranych hran,
které vstupuji do P;. Cislo A, je nalezené maximalni trvani cesty z P, do P; (na zaCatku
vsechna \; = 0. Nasleduji stfidave kroky:

1. krok:

Zatiname od koncového uzlu P, (&, # 0) asnaZime se sestrojit cestu do nékterého uzlu P,
pro ktery &; = 0 (bereme hrany v obraceném sméru). Probirame postupné Cinnosti vstupujici
do P,,, oznafime si vybranou ¢innost v grafu (napfiklad (P;,, P,,)) ~. Od &, odeCteme 1 a
oznaCime P,, symbolem ,**. Pfejdeme k uzlu P;,. Pokud &;, = 0, pfejdeme k 2. kroku.
Pokud ne, vyhledame dalSi neprobranou €innost (7;,, P;,) vstupujici do P;,, oznaime ji
symbolem ~, od &5, odeCteme 1 a oznaCime P;, symbolem ,**. Pigjdeme k dalSimu uzlu
(P},). ..

Nakonec bud prijdemek uzlu P; pro ktery &; = 0 apfejdeme ke 2. kroku, nebo narazime
nauzel, ktery jsme iz zpracovavali, takze nalezneme cyklus.

2. krok:

Postupujeme nyni z P;, pro které ¢; = 0, do P,, po oznalenych stranach (v tomto kroku
po sméru). Z uzlu P; postoupime po hrané (F;, P;,), vypoctteme podle vzorce N, =
max{\;,, \; + t;,} anahradime X, &slem A;,. Pokud &;, = 0, pak N, = \ji* = T
a smazeme oznaceni vsech hran vstupujicich do P;, i oznaceni F;, . Potom prejdeme dal po
navazujici hrané (P;,, P;, ,)...Pokud¢;, # 0 pokratujemeod P;, po dalSich neprobranych
cestach proti sméru hran —to znamena podle 1. kroku. Uzel P;, povazujeme zavychozi, ale
oznaleni hran a uzlli nechavame.

Algoritmus je ukonCen (pokud se nenasel cyklus) pokud vsechna {; = 0 a vSechna
A=A = Tj(o). Pokud se najde cyklus, nemavyznam pocitat \’.. V tomto pripadé al goritmus
konCi pokud vSechna ¢ = 0 aslouzi jen k uréeni cykl{.
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1. ANALYTICKA CAST
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3 KRITICKA CESTA

3.1 TRVANIi PROJEKTU A KRITICKA CESTA

Jak jsme si fekli, v sitovém grafu mame cely projekt znazornén jednotlivymi uzly pro-
pojenymi hranami jednotlivych Cinnosti. OznaCeni délky hran vyjadruji jejich dobu trvani.
Trvanim cesty budeme rozumét soucet trvani vSech Cinnosti tvoricich tuto cestu.

Terminem uzlu 7; rozumime €as ukonCeni vSech Cinnosti vstupujicich do tohoto uzlu [1].

Trvanim projektu nazveme nejdiive mozny termin uzlu P, (koncovy uzel) a oznaCime
TV, Jinak Fekeno trvani projektu je minimalni pocCet Casovych jednotek, nutnych k vyplnéni
komplexu vech Cinnosti [1].

Doba trvani projektu je tedy rovha maximalni délce cesty z P, do P,. Takovouto cestu
budeme nazyvat kritickou cestou, nebo také kritickou posl oupnosti.

3.1.1 Nejdiive mozné zacatky Cinnosti

Pro uréovani ngjdrive moznych zatatkl uzlu vyjdeme ze zakl adniho a goritmu, ktery jsme
pouzili pro pro uréeni fadil uzl{l pred precislovanim sitovéeho grafu.

Zakladni krok:

Kazdemu uzlu P; pripisSeme Cislo \; = 0, ae misto Cisla y;; pritadime Cislo ¢;; — trvani
cinnosti.

Obecny krok:

Projdeme celou precislovanou sit od 7 do P, a vypocteme nové hodnoty Cisel A; podle
VZorce:

N = max{\; + t;;} (j=1,2,...,n) Ao =X =0 Q)
a zapiSeme ke kazdemu vypoctenemu X, Cidla iy, iy, . . ., 4, téch udaosti, pro které podle
vzorce (1) bylo dosazeno maxima. Toto oznaCeni bude vychozi pro hledani kriticke cesty.

Presvédtime se, Ze se po druhém kroku nezméni ani jedno z &sel \; = A\Y z prvniho
kroku.

Sit prochazime v poradi Ry, P, ..., P, ..., P, ..., P, proto pocitame Cislo \; az po
dokongeni vypottl viech X, potfebnych pro vypocet \; (i < j). Cisla t; jsou stejna pri
vech krocich —viz (2). Cislo \\?) miize byt vési nez A" pouzev pripadg, ze > > ALY pro
nekterei < j, de A = AV = 0atake AP = AV, AP = AV atak dal.

Kazdé ¢ido X, (j = 1,2,...,n), Ziskané na zaklade jediného kroku, urcuje maximalni
trvani cesty z I, do P;, coz je rovno nejdiive moznému terminu Tj(o) uzlu P;. Konecné Cislo
N, = T\ uréuje trvani projektu.
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3.1.2 Urceni kritickée cesty

V&echny hrany leZici na kritické cesté musi vyhovovat podmince?:

70— 1 1, =0 2
Pokud podnimka (2) plati pro kazdou hranu cesty (Fo, Py, Py, - - - , P, P,), pak pro trvani
cesty dostavame:
T Tz’(lO) _ To(o) + Ti(20) _ Ti(lo) 4ok TO Ti(ko) — 7 _ To(o) — 70
(vzhledem k tomu, e T.") = A, = 0).

Splnéni podminky (2) je zcela postatujici k urCeni, zda Cinnost (7;, P;) lezi na krické
ceste[1].

Pfi vyhledavani kritické cesty zaCiname u hran vstupujicich do posledniho uzlu P,. Z nich
vybereme ty, které vyhovuji podmince (2). Pak pokraCujeme uzly, které jsme v tomto kroku
vybrali a v nasledujicich uzlech opét hledame Cinnosti — hrany vyhovujici podmince (2).
Pokratujeme tak dlouho, dokud nedojdeme k pocateCnimu uzlu (F), ktery nema vstupni
hrany.

Postup od uzlu P, zaruCuje, ze vzdy miizeme vybrat hranu, ktera bude vyhovovat pod-
mince (2), vzhledem k definici nejdfive mozného terminu:

T = maxi (N, + tii, } = Ny, + tiyiy = T + iy
Pokud bychom nepostupovali od uzlu F,,, mohlaby nastat situace, kdy z uzlu P;, nevystupuje
Za&dna hrana splnujici podminku (2).
Rozdil 7\” — ¢ — t,; nazveme volnou rezervou &innosti (25, P;). Pro &innosti, které

2

nelezi na kritické cestd, bude platit 7" — ) —;; > 0.

7
3.2 NEJPOZDEJI PRIPUSTNE TERMIiNY UZLU

Vypocet nejdiive moznych terminti uzlli jsme si jiz ukazali. Zatatek nékterych Ginnosti
miiZze v&ak byt posunut, aniz by dodlo k prodlouzeni kritické cesty 70 (nebo jiné zadané
doby 7, dokonCeni projektu). To je mozné, pokud maximalni trvani cesty z P; do P, jemensi
nez T, — 1.

Definujme nejpozdgi pripustny termin Tj(l) uzlu P; tak, ze skonCeni vSech Cinnosti,
vstupujicich do P; v terminu Tj(l), nenarusuje skonceni viech ¢innosti v terminu 7,, jinak
feteno 7" je nejpozdéi pristupny konec vech &innosti vstupujicich do P;. Je zfejmé, ze
Tj(l) jerovno rozdilu mezi 7, amaximalnim trvanim cesty z P; do P,.

Pro Ziskéni nejpozdgji pripustnychtermintiuzlu 7" méizeme pouZit al goritmus pro urgent
nejdiive moznych zacatkl Cinnosti.

D Jak vyplyvaz kapitoly (3.1.1), obecn pro libovolnou hranu (P, F;) plati 1) — T\ > t;;
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Nejdfivevypottememaximalnitrvanicestz Py do P,(j = n—1,n—2,...,0),toznamena
pridélime kazdému uzlu v preCislované siti Cislo 11, = 0 a projdeme potom sit od P, do % a
vypocteme nova u’; nazaklade vzorce:

u;:mkax{u;%—tjk} (, =pn=0,7=n—-1,n-2,...,0) (3)
Nejpozdgji nutny termin 7" dostaneme na zakladé vzorce:
1 _ ! -
T =T, — i} (j=n,n—1,...,0) 4)

3.3 PODMINKY KRITICNOSTI UZLU A CINNOSTI

Kriticky uzel —Uzel P; leZi nakriticke cesté, kdyz ajen kdyz je splnéno [1]:

7" =177, ©
Podle definice T = T;,(0) — i apodle5 plati:
7O =1 1 1. (6)

Tj(o) je maximalni trvani cesty z /%, do P; a p} je maximalni trvani cesty z P; do P,
= T\ + 1% je nejdel cestaz P, do P, prochéazejici uzlem P;. Pokud P; leZi na kriticke
cesté, T\ + y1 = T” —dlevztahu (5). Pokud je toto dokézano, cesta prochazejici uzlem je
kriticka.

Cinnost (P, P;) lezi nakritické cesté, tehdy ajen tehdy, kdyz

T~ 10 —1; =0, ™
Vzhledem ke vztahu 7\ = T\ — %, miizeme napsat podminku (7) ve tvaru
T =T — 1y = TO — (T + ti; + p3) = 0 )

K de soucet Ti(o) + ti; + p vyjadiuje maximalni trvani cesty z I, P, prochazejici Cinnosti
(5, Fj) (Ti(o) jemaximalni trvani cesty z F, do P; a5 je maximalni trvani cesty z P; do P,.
Cinnost (P, P;) pro kterou plati podminka 7, to znamena pro kterou je nejdelSi mozna
doba 7" — 7;* jerovnajejimu trvani ;; nazyvame kritickou &innosti.
V&echny Cinnosti nakritické cesté jsou kritické a naopak vsechny kritické Cinnosti lezi na
kriticke cesté [1]. Po ziskani vSech kritickych ¢innosti mlizeme urcit véechny kritické cesty,
pokud vyjdeme z uzlu P, avybereme-li z kazdeho uvazovaného uzlu kritickou €innost.

Cinnost ktera nespliuje podminku (7) nazyvame nekritickou &nnosti.

3.4 CASOVE REZERVY

Celkova rezerva Cinnosti je maximalni poCet Casovych jednotek, ktery mame k dispozici
pro provedeni Cinnosti (P, P;) (pokud to dovoli charakter Cinnosti), aniz se prodlouZi celkovy
Cas trvani projektu 7;,. To mimo jiné znamena, o kolik miizeme zpozdit zatatek Cinnosti
(P, P;) proti nejdfive moznému terminu tf.o) aniz se prodlouzi trvani 7,, projektu [1]. Je
vyjadrena: 71" = T\” — t,;.

Mimo to je celkova rezerva Cinnosti rovnarozdilu mezi terminem dokonCeni projektu a
maximalnim trvanim cesty, ktera prochézi danou ¢innosti [1].
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U kritickych Cinnosti je celkovarezervarovnanule.

Prodlouzenim trvani nekritické ¢innosti na UCet celé celkové rezervy se vytvori nova
kriticka cesta. ,, Posunut&’ cinnost IeZi na nove kritické cesté.

Zpozdeéni zaCatku nekritické Cinnosti (7, P;) vzhledem k Ti(o) o celou rezervu zplisobi,
ze vSechny Cinnosti vystupujici z uzlu P; musi zaCinat v nejpozdgji pfipustném terminu le
tohoto uzlu.

2

této &innosti (nebo zpozdéni jejiho zakatku vzhledem k terminu 7,%), které nezplisobi, ze by
vechny cinnosti (F;, ;) vystupujici z P; nemohly za€it v ngjdiive mozném terminu Tj(o).

\Volnarezerva Tj(o) ~79 ¢, ; €innosti (P;, P;) jemaximalni pfipustné prodlouzeni trvani

Prodlouzeni trvani €innosti (P;, P;) o ¢ast volné rezervy miize zmensit celkovou rezervu
¢innosti (P P;) vstupyjicich do uzlu P;, de nema vliv na rezervy Cinnosti vystupujicich
z uzlu P;. U uzll, které lezi nakritické cesté je celkova rezerva €innosti kon€icich v téchto
uzlech rovnavolné rezerve.

Nezavislé rezervy Cinnosti znali maximalni pocet ¢asovych jednotek, o které miizeme
prodlouzit Cinnost (P;, P;), nebo zpozdit jegi pocatek tak, aby vSechny Cinnosti (P, ;)
konCily v nejpozdgji pripustném terminu Tl.(l) avsechny Cinnosti (P;, P) vystupujici z P;
zaCinaly v ngjdfive mozném terminu Tj(o). To znameng, Ze vyuZivani nezavislé rezervy nema
vliv narezervy ostatnich Cinnosti a nezavisarezerva innosti vychazejici z uzlu na kritické
cesté jerovnavolné rezerve.

3.5 SUBKRITICKE CINNOSTI

Pokud mame vycisenou celkovou rezervu, miizeme urcit subkritické Cinnosti, tedy
vSechny takové, které leZi na cestach, jejichz trvani L se lisi od kritické nejvySe o da-
nou hodnotu odchylky 6.

Tpp — 0 < L < Ty

Subkriticke cesty je mozno vyhledat, jestlize pfi vypoctu TZ.(O) au* vedle nalezeného Cisla
zapieme Cisla téch uzll, kterym odpovidaji prisiudna 7°) nebo ;. Timto zplisobem viak
najdeme jen maximalni subkritické cesty prochazejici danou ¢innosti.

Jestlize je nutné vyhledat vSechny subkritické cesty, musime ziejmé prikroCit k probrani
v3ech cest, sestavenych pouze ze subkritickych ¢innosti.

Zvl&stniho vyznamu nabyva Uloha o subkritickych €innostech v - momenté, kdy termin
ukonceni projektu 7" je mensi nez Tj,,.. V takovem pfipadeé je nutné pristoupit krome zkraco-
vani kritickych €innosti i ke zkracovani Cinnosti subkritickych —musi byt splnéna nerovnost
T < L < Ty,

PYi tomto pohledu na cesty miizeme narazit na dvé se stejnou celkovou rezervou, z nichz
kazda mlize byt rozdélena do Usekl rlizné délky o rlizné napjatosti spinéni téchto Cinnosti,
nebo miizeme narazit na innosti s riiznymi celkovymi rezervami, ale provadgi se se stejnou
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napj atosti. Zavadime proto novy parametr koeficient napjatosti k;;, vyjadfujici pravé napjatost
splnéni kazdé Cinnosti (P — i, P;).

Pri urCovani koeficientu k;; Cinnosti (P, P;) vyhledame zlevai zprava uzly jedné a téze
kritické cesty ngjbliZ3i k této Cinnosti a utvofime pomeér trvani L' (7, j) — Useku maximalni
cesty, ktery prochézi Cinnosti * (P, P;) mezi nalezenymi uzly, trvani 77, (4, j) Useku kritické
cesty mezi témito udalostmi. V grafu s vice kritickymi cestami miize byt samozigiméi vice
téchto pomérd, proto nakoeficient napjatosti 4;; povazujemeten nejvétsi. Tedy —koeficientem
napjatosti se nazyva maximalni pomér trvani nekryjicich se Gsekll cesty maximalniho trvani

akritické cesty, uzavienych mezi stejnymi uzly, které patfi obéma cestam:
L'(i, j)

1;,(i, )

Pokud jsou na cesté maximalniho trvé\n? L(i, j) prochazegjici cinnosti (P, P;), jsou dva
uzly stejné kriticke cesty (rlizné od P, a P,), potom zleva od prvé z nich a zprava od druhé
se cestamaximalniho trvani kryje skritickou cestou. OznaCime trvani kryjicich se €asti obou
cest 7/ (i, 7), potom:

L'G,g) _ LGg) + TG, g) + [T, 9) + T4, (6 )1 + Ty, (4, )

T, (i, 9) T, (i, 9)

L@+ T+ T(05) T = LG.J) _, _ Ru(ivg)
| TG0 R ) |
kde R, (i,7) je celkova rezerva Cinnosti (P;, ;). Proto je také mozné definovat k;; jako
v R,(1,7 , L T, .
nejvetsi z Cisel 1 — T ((Z, ‘7,>>. Odtud také odvodime, Ze pro kritické Cinnosti je k;; = 1 apro
Er\l ]

subkritické Cinnosti se k jednicce bliZi.

3.6 METODY REALIZACE ALGORITMU VYPOCTU Tj(o) A Tj(l)

3.6.1 Maticova metoda

PFi vypocCtech touto metodou nejdfive sestavime pro precislovany graf nasledujici tabulku
(pokud mame graf dobre precislovany, budou v této tabulce Cida t;; rozlozena pouze nad
diagonalou):

PJP | P\ P |... | P|...|P|...|P,
P o1 Lo to; ton
Py t1; 13T tin
Pz til tzy tzn
Pj tjl tji tjn
Pn tnl tnz tn]
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Dale pripojime zprava sloupce A9, AW azdolafadky 1@, ™M, ... Pobet pipojenych
sloupcii/fadki je roven poctu krokd nutnych pro ukongeni A’ (1)

V prvnim kroku vyplnime sloupec A®) nulami. Potom vyplnime sloupec A™M). Pro ziskani
Cida )\§1) sCitame Cisla t;; zapsana ve sloupci P;, s odpovidajicimi (dfive vypoCtenymi)
cisly A (kde p = 1, jestlize A" jiz bylo vypoiteno a p = 0 pokud ne). Nejvyssi soucet
se zapide jako AE-” do sloupce AV, Pokratujeme se sloupcem A\ (nyni je p = 1, nebo
p = 2). PokraCujeme, dokud nedojdeme ke sloupci A\* (tedy k takovému, ktery bude shodny
s pfedchozim).

Radky ;© u(l) . sevypliiuji obdobng. V Fadku 1% polozime 11" = 0 pro véechna ;.
Cisla v fadku (! dostaneme jako soucet Cisel t;;, zapsana v fadku P; s odpovidajicimi
vypoCtenymi Cisly :U“k (opet p = 1 pro vypoCitané ap = 0 pro dosud nespocitané. Vy-
sledkem je opét nevysSi soucet. Vyplhovani opét ukonci nalezeni fadku p* (prvni totozny
s pfedchozim).

Pokud je T}, terminem dokonceni projektu, jsou hodnoty 7,., T.(O) a Tj(l) urCeny vztahy:

Thr —max)\*—max,u], T(0 = A T(l) Ter — 35 (7=0,4,...,n).
Pokud nemame sit OCIS| ovanou usporadang, nezalezi na poradl vypoctl, pokud je ocislovana
usporadang, miizeme obdrzet véechna isla Ay, A%, ..., A5 (ud, 1, - . ., p) v jednom kroku.

Pokud si vedle vypottenych qu)(ugq)) zapisujemev zavorkach ¢isai(k) uzll P(P), pro
které byla dosazena /\g.q) (uﬁ»q)), tak po vypoctu \* a p*, mlizeme od vychoziho uzlu P, ()
pro ktery

7O = max 7" = Tj,
snadno urcit celou kritickou cestu [1]. '

Pfi vypoctech maticovou metodou je vhodné pouZit (pfi znamém terminu 7,, ukonCeni
projektu) vzorec

=1, 1V = mljn{T,gl) —tx}  (j=n—1n-2...0)
Potom postupujemetak, Ze v tabulce dole pripiSemetadek (TM)), ktery se postupné zapliuje
zpravaod 7y = T,, 70, ..., 7, ... T3V, Cido 7" spotitame tek, ze ze sloupce P;
odetteme od odpovidajicich ¢isel fadku 7 angmengi ze ziskanych rozdild je roven Tj(l)
toto &islo doplnime do politkav fadce T asloupci P;.

Tento algoritmus se da prizplisobit i pro neusporadang ocislovanou sit.

3.6.2 Vypocet v sitovém grafu

V mensim pottu ¢innosti miizeme vypoCty provadét primo v grafu. Pro tento typ vypottu
S znazorneni kaidého uzlu rozdélime nactvrtiny. Vrchni €ast je oznaCenapro Cislo uzlu, leva
pro vypoctené T ), dolni pro &islo iy, ..., 1, uzll pro které bylo dosazeno hodnoty zapsané
vlevo a vpravo zapisujeme zjisténé hodnoty Tj(l)
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U precislované sité postupujeme podle pofadi uzll a pro kazdy uzel P; vzhledem k &in-

nostem vstupujicim do tohoto uzlu vypocteme Tj(o) podle vzorce:
TO — mzax{ﬂ(o) iy}, TO=0 (j=1,...,n)

avysledky napiSeme do levych Casti. Zaroven do dolni ¢asti zapisujeme Cidaiy, . . ., 1,, pro
které bylo dosazeno maxima.

Po dokongeni vypottli polozime 71t = 7,1 aur&imeviechna T’ vzhledem k &innostem
vystupujicim z uzlu P; pomoci vzorce:

Y = mlgn{Tél) —ty),  TW=TO®  (j=n—-1n-2...,0).

Obdobny vypocet miizeme provést i v neprecislovanem grafu. V tom pripadé vypoCGita-
vame soutasnétady uzlli \: = T'% a.?. Sit projdeme nékolikrét apii ziskani novych hodnot
staré hodnoty smazeme. Po vypoctu Tj(o) a p; smazeme yi; v pravych Castech a zapiseme
gsar =1, — .

PFi postupu podle metody preskrtavani hran soucasnév jednom kroku ocislujeme udal osti,
vypocteme Tj(o) avyplnime dolni ¢asti. Poté vychazime ze ziskanych Cisel uzlli a sestupné
vypotteme T'") pro termin 7}, ukongeni projektu.

Obr. 9. Graf svypoctenymi hodnotami akritickou cestou (zvyraznénd).
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3.6.3 Vypocet v tabulce

Projekt miizeme mit zadan také seznamem &innosti — vétSinou v tabulce kde na fadku
u uzlu je urCen koncovy uzel a délka trvani, nebo je pro kazdy uzel dan seznam hodnot
MO ND v takovém pripadé pouzijeme pro vypocet tabulku 1, kam piepiseme hodnoty.

Uzel | Nulovy krok | Prvni krok | Druhy krok
O T O XD O [T 1@

P
P

Tab. 1. Ukézkatabulky pro vypocty hodnot

Postupujeme nasl edujicim zplisobem:

Nejdrive sloupce A© a (%) vyplnime nulami. Potom projdeme pro vyplnéni sloupcti AV
a (V) seznam €innosti (napriklad podlejejich zapisu). Pro Cinnost (P, P;) vezmeme v Fadku
P, nepreskrtnuté Eislo \; (sloupec A(©) nebo AV a pritteme k nému &islo ¢;; = vypotteme
Cislo \; = \; + t;;. Potom zkontrolujeme fadek P; a najdeme tam nepreskrtnuté Cislo A;.
Pokudje\; > \;, pak pisemev politku (P;, \V)) Eislo X a\; Skrtneme. V opagném pFipadé
nic neménime.

Po opraveni \; provedeme opraveni 1;. Pricteme Cislo t;; k nepreskrtnutému Cislu, které
jenapsano v fadku P; asloupec ;™) (pokud tam Zadné neni, tak v sloupci 1)), tedy ur&ime
i = p; + ti;. Vratime se k fadku P; a jestlize se ukéze, ze vypoctené 1 neni mensi, nez
tam zapsané a nepieskrtnuté ¢islo 1, zapiseme vypotitané 1, do politka (P, u™V) atislo u;
preskrtneme. Pokud je i; mensi, nez nepreskrtnuté y.;, ke zméné v fadku P; nedochazi.

Po prvnim kroku zlistanou nevyplnéna policka (Py, A\(Y) a (P,, u(V). Prazdné politko
(P,, n(V) znamena, ze z ng nevystupuji zadné Ginnosti. Zapiseme do téchto politek nuly a
preskrtneme nuly v (Py, A\) a (P, u@).

V druhém kroku prochazime obdobng cely soubor Ginnosti avyplnime A a (2.

Vypocet je dokoncen, pokud sev prave provedenem kroku nezméni zadné \; ap;. Ziskané
{1} budou hledangmi {\*, 5} [1].

J
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3.7 LINEARNI DIAGRAM PROJEKTU

Dalsi ze zplisobli jak znazornit projekt ajeho innosti. Navodorovné ose vyneseme Casovée
jednotky. Jednotlivé Cinnosti jsou znazornény nad sebou jako prouzky zaCingjici a koncici
ve stanoveném Case. Uzly P, a P; zapisujeme na zaCatek a konec Cinnosti. Vynasime je
ve skupinach podle rlistu indexu j — koncového uzlu €innosti (7, P;). Ukazka takového
diagramu je naobrazku 10. Zvyraznénymi pasky jsou znazorneny kritické ¢innosti, akritické
cesty (v této ukazce 2) jsou znazornény carami spojujicimi prave strany paskul.

[Fs F7]
P7 | P5 P7
[Pz PT
—
P6
[Fi |
—
T T
1
P5
| G PS5
] [F2 !
P4 :
P2 |
= :
i
1
P3 G P3 i
1
PO P3 i
= i
o N N :
P1 | [P0 Pl
—
0 1 2 3 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17

Obr. 10. Ukazka linearniho projektu diagramu.

Kriticka doba projektu je zde na prvni pohled viditelnaa odpovidakonci pasku, ktery lezi
nejvice vpravo.

Kriticka cesta se urCuje od Cinnosti, které konci v kritické dobé a smérem doleva na né
navazujicimi ¢innostmi (koncici na vertikale spolecné s ¢innosti od které postupujeme).

Volna rezerva T\ — 7% — t;; Ginnosti (P, P;) je uréena jako maximalni délka tseku,
o ktery mlizeme posunout pasek vpravo, aniz bychom zménili zacatky Tj(o) cinnosti, které
vystupuji z uzlu P;.
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4 ROZVRZEN| ZDROJU

Dosud jsme uvazovali o parametrech sitového grafu jen jako o Casovych jednotkach bez
dalSich omezeni. V praxi ade musime brat v ivahu omezeni zdrojli (pracovni sila, zafizent,
pouZzita technologie) pro dané ¢innosti.

Z toho pro nas vyplyvallohaoptimalizovat rozvrzeni zdrojti tak, aby doba provedeni byla
minimalni. Stejné tak musime rozvrhnout naroky najednotlive zdroje.

Uplnéteseni téchto Gl oh se zatim nepodafil o najit. PouZivame proto heuristické algoritmy,
které umoznuji ngjit pfiblizna feSeni.

4.1 OPTIMALIZACE ROZDELEN| ZDROJU VZHLEDEM K CASU

4.1.1 Formulace tlohy pFi konstantnich intenzitach

PYi této formulaci uvazujeme projekt provadény rliznymi zdroji s danym dosazitelnym
limitem za Casovou jednotku A (t), ..., As(t) (napfiklad denni limit). Kazda Cinnost se
provadi pouze jednim z téchto zdrojll a je znama konstantni intenzita naroku rg?) zdroje pri
cinnosti (7;, P;) (tj. mnozstvi k-tého zdroje potfebného pro danou Cinnost v Casove jednotce).
Trvani Cinnosti ¢;; je rovnéz znamo [1].

Cilem Ulohy je zgjistit rozdéleni Cinnosti tak, aby pfi danych omezenich bylo zajisténo
dokonCeni projektu v co nejkratSim Case.

Objem &innosti (P, ;) jevelitinaw,;’ = r". Celkovy narok k-tého zdroje je roven:

Z w® = Z k)
17 17
Bereme v Gvahu jen Cinnosti, které potfebuji -ty zdroj. Pokud budeme predpokladat, ze

A(t) (k= 1,...,s) je konstantni (Ax(t) = Ayx), potom dolni hranici dokonCeni terminu
T definujeme jako

1 (k)
mpsd LS

(Pi 7Pj)
T nemlize byt mensi, nez T}, (pro nelimitované zdroje), proto dostavame

1 (k)
> — E 2
T max T]w, ml?x . w
(1 io j)

Nasledujici algoritmusslouzi k pomérné snadnému nalezeni pribliZzného FeSeni uvazované
Glohy (pro zjednoduSeni stanovime, ze vSechny Cinnosti potfebuji jeden a tentyz zdroj =
s=1).

Prvni krok

1) Sestavime lineérni diagram (viz kapitolu 3.7), ur€ime termin 7,, = T}, dokonCeni
projektu, kritické ¢innosti a celkové rezervy. Promitneme vSechny Cinnosti na Casovou osu,
¢innost |eZici ngjvice vlevo oznatime o = T = 0, za ni nasledujici pak 7.

2) Vy&etfime vSechny Cinnosti provadéné podle planu v intervalu [y, 71]. OCislujeme
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je vzestupné podle rustu jejich celkovych rezerv (v pripadé rovnosti rezerv podle klesgjici
intenzity) = kritické Cinnosti (s nulovou rezervou) budou mit ngjnizsi Cisla.

3) Provedeme soucet pouzitych zdrojl (jejich intenzit). Pokud neprekro€i limit zdroje,
ponechavame Cinnosti beze zmény. V pfipadé prekroCeni stanoveného limitu posuneme
prave probiranou ¢innost doprava do bodu 7, a pokracujeme dalSi neprobranou ¢innosti.

Obecny krok
k-ty krok predpoklada, ze po k krocich Cinnosti nad intervalem [ro, 7] nepfekratuji limit
zdroje amtizeme prikroCit ke kroku & + 1.

1) Nyni budeme uvazovat nad intervalem [, T,]. Umistime kazdou Cinnost (P, F;)
nezaCingjici pred bodem 7, tak, aby se zaCatek shodoval s ngldfive moznym terminem
T; uzlu P;. Pro zbyvajici Cast projektu nyni opakujeme vSechny kroky z Prvniho kroku
odstavce 1). Na Casové ose nyni budeme pracovat v intervalu 7, 7411].

2) OCislovani €innosti nad intervalem [, 7.1] provedeme podle moznosti pfipustnych
pro danou Cinnost:

a) Pokud Cinnosti nepfipoudtgi preruseni béhem jegich provadeni, Cislujeme nejdrive
¢innosti zaCingjici pred zaCatkem intervalu 7, a pokraCuji po ném. U téchto Cinnosti
prepocitamerozdil mezi novou celkovou rezevou aUsekem od zaCatku Cinnosti po 7,41
aocislujeme v poradi rlistu téchto rozdilti. U stejnych rozdilti ¢islujeme podie klesgjici
intenzity. Ostatni Cinnosti ocislujeme podle odstavce prvniho kroku odstavce 2).

b) Pokud Cinnosti mohou byt preruseny v prtibéhu provadéni, postupujeme podle prvniho
kroku odstavce 2) stim, Ze u €innosti zaCingjici pred 7, a nad sledovanym intervalem
pokracuje, Usek vpravo od 75, povazujeme za samostatnou ¢innost.

3) Postupujeme shodné s prvnim krokem odstavec 3), pfitom zaCatky Cinnosti, které zacaly
pred 7, anelze je pferusit posuneme do bodu 7, ;.

Po vySetfeni vSech Cinnosti je algoritmus dokoncen a vysledny termin se obvykle velmi
bliZi k hledanému minimu.

4.1.2 Vyrovnani narok(l na zdroje

Vyrovnani narokll na zdroje mlize zkratit termin 7, dokonceni projektu, ktery byl vy-
poCitan pomoci agoritmu v kapitole 4.1.2. U konetného linearniho diagramu ziskaného
timto algoritmem prochazime Cinnosti zprava a snazime se vyrovnat naroky na zdroj podie
nasledujiciho pravidla

a) Pokud Cinnosti nemohou byt preruseny, vybereme interval [7,,,—1, 7, = T,], kde 7,4
je projekce ngblizsi k T,,. Pokud na tomto intervalu mnozstvi zdroje neprevysuje
limit, vySetfime interva [7,,,_o, 7,,—1] a Cinostem, které mohou byt posunuty vpravo,
oCislujemepodlesnizujici seintenzity. Potom probirame €innosti ve vzestupném poradi
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av pripadé, ze soucet vypocitaného naroku na zdroj intervalu [7,,—1, 7,,] @ naroku na
probiranou €innost nepresahne limit, posuneme konec Cinnosti do bodu 7,,,. Tim padem
se mohou posunout Cinnosti naintervalu [7,,, o, 7,,—1], proto promitame znovu zacatky
akonce vSech Cinnosti nainterval [Ty, 7,,,—1| avypolteme vyuzivani zdrojev intervalu
(7). oy Tm—1]- Trp_o j€NEDII ZS projekcek 7,,,—; zleva(nemusi byt shodnés,, . Pokud
k posunu nedoslo, nemusime provadét nové vypoCty a7, ., Tim—2-

Takto pokratujeme az do probrani v3ech Cinnosti. Je mozné, Ze ke zkréaceni dojde
posunutim zaCatku prvni Cinnosti doprava od bodu 7, = 0. Pak podle charakteru
limitu na zdroj dojde bud ke zkraceni terminu, nebo jen k moznosti za€it pozd§ji, pfi

zachovaném terminu dokonceni.

b) V pfipadg, Ze Cinnosti mohou byt preruseny, je vyrovnavani narokll na zdroj efektiv-
ngsi.
Postupujeme opét zprava od intervalu [7,,,—1, 7., = T,,] o€islovanim innosti vzestupné
s klesgjicim narokem. Pokud neni prekroCen limit, postupné posunujeme jednotlive
¢innosti, nebo jejich ¢asti (to je hlavni diivod pro¢ miize dojit k lepsi optimalizaci).
Po posunu opét promitneme nové zacatky a konce ¢innosti a pokraCujeme na dalSim
intervalu az do vySetfeni celého diagramu.

4.1.3 Formulace Glohy pfi proménnych intenzitach

Pro nazornost budeme predpokladat, Ze Cinnosti jsou provadény jednim zdrojem. Pro
kazdou Cinnost je znam jgi objem w;; v jednotkach zdroje. Intenzita t;; provadéni Cinnosti
je definovana funkci A(¢) (limit zdroje v Case t) a omezenim shora islem f;;; (ri; < f5i5)-

Pokud budeme uvazovat, Ze délkatrvani Cinnosti je nepfimo Umérnaintenzité, dostaneme
Wij1 Wij2

tl] — + _|_ P
. Pigt T2 oo y
NejkratSi trvani tedy bude mit Cinnost provadéna s maximalni intenzitou 3;;, takze
t > L
YT By

U Uloh s proménnou intenzitou dochazi k mirné zmeéné v definici rezervy. Pokud mame
dano trvani t;; vSech Cinnosti (F;, P;), pak pro kazdy uzel P; definujemetrvani . maximalni
cesty z P; do P, apro kazdou Cinnost (P, Pj) Cislo v;; =y + ;5 (trvani maximalni cesty
ze zaCatku Cinnosti do P,). Tedy:

Yij = To = 1§ + iy = T = (17 — ),
takze Cislo +;; vyjadfuje rozdil mezi trvanim projektu a nejpozdgji pripustnym zaCatkem
cinnosti (P, P;).

Soubor €innosti, které sitovy graf umoznuje provadét v okamziku ¢ souCasné nazyvame
frontou Cinnosti F'(t). Maximalni frontou ¢(¢) je soubor vSech Cinnosti, které umoznuje
sitovy graf provadét v daném okamziku ¢ [1].
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Casovou rezervu &innosti (P, P;) fronty F(t) definujeme: tf.jl.) jetrvani casti Cinnosti do
okamziku ¢, 7;;(t) = 7;; — t\} je trvani maximélni cesty ze zatatku zbyvajici Easti Ginnosti
do P, a

L(t) = (e 7i5(t)
pro maximalni z cest, které spojuji zatéatky zbyvajicich Casti Cinnosti fronty F(t) s P,.
Casovou rezervou Ar,; (F(t), t) &innosti (P;, P;) fronty F(t) v okamZiku ¢ rozumime rozdil
AT, (F(t),t) = L(t) — 73;(t).

4.1.4 Definice minimalniho zdrzeni dokonceni projektu

U této tlohy budeme uvazovat o zachovanych zdrojich, tedy takovych, jgichz zbytek
v daném okamZziku nepropada, ale pfida se k limitu zdroje v okamZiku nasledujicim.

Mame s zdrojt apro kazdy z nich uréenu neklesgjici funkci dodavek ¢y, (t); (h =1, ..., s).
Ta urCuje mnozstiv h-tého zdroje dodaného k terminu ¢. Predpokladame dale, ze Cinnost
(P, P;) je provadénajednim h-tym zdrojem s konstantni intenzitou rgf), tedy trvani Cinnosti
se neméni. PYi vybéru libovolnych termindi sitového grafu (napf. nejdfive moznée zacatky
T;(0) €innosti), mlizeme sestrojit diagramy denniho naroku Ry (t); (h = 1,. .., s) nakazdy
zdroj ake dni ¢, nazyvangé integralni diagramy narokli na zdroje pro kazdou ¢innost — grafy

funkci: .

/ Ry, (T)dr. 9

Ry, (t) jsou nezporné a stupnovité, protooj sou funkce (9) neklesgjici apo Castech linearni (dle
stupiili funkce Ry, (1)) [1].

Celkoveé mnozstvi h-tého zdroje nutného pro dokonceni projektu (vzhledem ke vsem
¢innostem narokujicim tento zdroj) je

h
>t

Pro dokonceni projektu je tak dilezite v kazdem Case ¢ splnéni nerovnosti pfi danych
dodéavkéach

>3 " (h=1,...9)
P;,P.

pokud pro jediny Casovy okamzik t“a]jedi ny zdroj nebude tato podminka splnéna, projekt
nem{ize byt realizovan témito dodavkami.
Zdrojove pripustny terminT" > T, projektu existuje v pripadé, Ze pro rozvrzeni ¢innosti

v Caset € [0, 7] plati:
t

@Dh(t) 2 /Rh(T)dT

0
to znamend, Ze v Zadnem okamZiku dodavky prevysuji pozadavky. Cilem je nalezeni mini-
malniho zdrojove pripustného terminu 7', tedy co nggmensiho zpozdéni proti 7y,
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4.2 OPTIMALNI VYROVNANiIi NAROKU NA ZDROJ PRI ZADANEM TERMIiNU

4.2.1 Formulace Glohy

Pokud mame zadan termin ukonceni projektu, je tfeba rozdélit zdroje tak, aby narok na
zdroje byl v jistem smyslu optimani — v podstaté jde o opactnou Ulohu ke kapitole 4.1, kdy
jsme k definovanym zdrojlim (s konstantni nebo proménnou intenzitou) hledali minimalni
termin dokonCeni projektu. Opét budeme predpokladat, ze je zadano trvani t,; kazdeé Cinnosti
(P, P;) ajeji konstantni intenzitar;; naroku na zdroj [1].

Nejdrive si definujeme pojem optimalnich naroki na zdroje. Kvilli zjednoduSeni budeme
predpokladat narokovani jednoho druhu zdroje pro vdechny ¢innosti. Primérny narok na
zdroj spocCitame jako soucet vSech Cinnosti s jednim trvanim a délime tuto sumu poctem dni,
béhem nichz ma byt projekt dokonten. Dostaneme tak priimérny denni narok na zdroj:

Ry = % Z Tijtij
(Pi,P5)

Jako miru nerovnomérnosti naroku na zdroj mtizeme pfi daném planu pfijmout stfedni

kvadratickou (smérodatnou) odchylku naroku R(t) potfebného v ¢ase ¢ od jeho priimérného

naroku r, tj. hodnotu

T T T T
%/[R(t)—Rs]zdt = %/Rz(t)dt— 2§S%/R(t)dt+R§ = %/Rz(t)dt—Rg. (10)

0 0 0 0
Potom plan splnény v danémterminu 7" aminimalizujici (10) budemenazyvat optimalnim[1].

Minimalizace (10) zfgjmé vede k minimalizaci
T

% /Rz(t)dt.

0
Pokud budeme mirou nerovnomérnosti narok{ nazdroj rozumét nejvétsi absol utni hodnotu

odchylky potfebného zdroje R(t) od jeho priimérného denniho naroku R, — hodnotu
txgg};} |R(t) — Ry, (11)
optimalnim planem bude dosazeni minimalni hodnoty (11).
A zatfeti, pokud zajako miru naroku nazdroj uvazujeme nejvétsi denni narok, to znamena
hodnotu
max R(t), (12)
te[0,7
pak jako optimalni je tfeba brat plan, ktery minimalizuje (12).
Pristupy k FeSeni Uloh optimalizace potfeby zdrojli jsou rlizné, viechny se viak pouze
priblizuji k optimalnimu feseni.

4.2.2 Minimalizace stfedni kvadratické odchylky

Algoritmus pro cyklické procesy — v diisledku cykli¢nosti dava zde lepsi vysledky, nez
v procesech, které jsme uvazovali. Za optimalni povazujeme plan, ktery minimalizuje (10).

Predpoklad — protoze béhem dne kazda Cinnost potfebuje konstantni mnozstvi zdroje a
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mnozstvi Cinnosti se neméni, je funkce R(¢) konstantni béhem dne a stuphovita. Minimali-
zovanafunkce matvar

R} + Ry +---+ R%, (13)
kde R; je sumarizovany narok nazdroj v i-ty den [1].

Pripravny krok sestavime linearni diagram projektu a vsechny Cinnosti (7;, P;) umistime
do nejdFive moznych zaatkd 7.

Obecny krok VySetfujeme Cinnosti zprava od nejvysSi. Za pripustné posunuti vpravo
povazujeme jen to, které je dovoleno Casovou rezervou a nevede ke zvétSeni funkce (13)
Pokud posunujeme Cinnost, pfedpokladame, Ze Cinnosti jiZz vySetfené v daném kroku jsou
pevné usazeny. Proto Casova rezerva uvazovane Cinnosti je urCena poCatky jiz umisténych
¢innosti V.

Zatneme od prvni Cinnosti, ktera leZi nahofe v diagramu a méa Casovou rezervu (napr.
¢innost (P, P,), za€ingjici v i-ty den a konCici v j-ty den). Pokud ji posuneme o jednotku
vpravo, R; se zmensi 0 i, a R;1 Se 0 1y, ZvetSi. Funkce (13) se zméni o hodnotu

[(Rjr +7rn)* — B2, — [RE — (Ri — k)’ (14)

Pokud je rozdil (14) zaporny, znamena to, ze se funkce (13) zmensi a posunuti ¢innosti
provedeme. Jelikoz vyraz (14) jeroven 2ry, [Rj11 — (R; — )], StaCi pro zjisténi pripustnosti
posunuti innosti (P, P,) o jednotku vpravo porovnat celkovy zdroj, ktery je potfebny
V (7 + 1)-ni den, s celkovym zdrojem potfebnym v i-ty den, pficemz nepocitame zdroj pro
uvazovanou Cinnost (P, Py ). Jestlize prvni soucet neni vetSi nez druhy, pak je posun ¢innosti
(Py, Py) 0 jednotku vpravo pripustny a provede se [1].

Déle vy3Setfujeme stale stejnou Cinnost (P, P,) na moznost posunuti o dali jednotku
vpravo. Pokud jeto pfipustné, provedeme posun a pokracujeme v postupu, dokud macinnost
Casovou rezervul.

Pokud posun o jednotku neni pfipustny, zkoumame moznost posunuti ¢innosti o dvé
jednotky (opét pokud to dovoli Casova rezerva). Ur€ime proto rozdil R;io — (Riv1 — 7kn);
(1 # j) aje-li zgporny, ur€Cime soucet [R;+1 — (R; — rxn)] + [Rjs2 — (Rit1 — rrn)]-

Je-li nekladny, provedeme posun Cinnosti (P, P,) 0 dvé jednotky, v opatném pfipadé
pokraCujeme o tfi jednotky. . . dokud neni vyCerpana Casova rezerva.

Po umisténi ¢innosti (P, P,) preideme k dalsi Cinnosti umoznujici posun vpravo. Po
probrani v&ech ¢innosti provadime obdobné vy3etfovani shoradol{l. Algoritmusje dokoncen
v okamziku, kdy pravé provedeny krok nezménil ani jedno umisténi ¢innosti.

4.2.3 Minimalizace maximalniho naroku na zdroj

Dal&i algoritmusnam dava pribliznefeSeni Glohy optimalizace narokll nazdrojev pripadé,
kdy za optimalni povazujeme plan minimalizujici (12).

DPokud ma byt projekt proveden v terminu 7;, = T}.,., kritické ¢innosti se nemohou posunovat.
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Pripravny krok
Sestavime linearni diagram projektu, ve kterém vSechny ¢innosti umistime do nejdfive moz-
nych pocatkil. Dale uréime pro kazdou ¢innost celkovou rezervu pii zadaném terminu 1" do-
koncCeni. Vypocteme denni narok na zdroj pro cely projekt a ur€ime maximalni narok na
zdroj.

Obecny krok
Polozime Uroven zdroje o jednotku niZe, nez je maximalni narok ziskany v pfedchozim kroku
a zkusime pri téchto ohraniCenych zdrojich rozmistit projekt v zadaném terminu 7'.

Promitneme zatatky a konce vSech Cinnosti nainterval [0, 7'|. Probirame vSechny ziskané
intervaly zleva az do intervalu [7;, 74+1], V némz je narok na zdroj vétsi nez predepsana
Groven. Vybereme Cinnosti, které nad danym intervalem umoznuji posun vpravo, aniz by
doSlo k prodlouzeni terminu 7.

a) - Pokud takové Cinnosti neexistuji, obnovime rozlozeni z minulého kroku, které je tim
padem konecné.

b) - Pokud takové Cinnosti existuji, vybereme z nich tu s nggmensi intenzitou a jgji zatatek
odsuneme k okamziku 7 1.

Provedeme posun, nutny u nékterych &innosti vpravo, zplisobeny posunem dané ¢innosti.
Tento posun je minima ni — do novych nejdiive moznych zatatkll. Zacatky a konce &innosti
leZicich nad zbyvajicim intervalem [7;, 7’| znovu promitneme na tento interval a hledame
dalsi Cinnosti pfipoustgici posun vpravo. Pokratujeme dokud neni algoritmus ukoncen na
zakladé moznosti @), nebo neumistime cely projekt do zadaného limitu zdroje. V tom pfipadé
opakujeme obecny krok, dokud nenastane varianta a).



UTB ve ZIing, Fakulta aplikované informatiky 42

5 MINIMALIZACE NAKLADU

V souvislosti s minimalizaci nakladl budeme Fesit predevsim dvatypy Gloh. Jak minima-
lizovat naklady celého projektu pfi zadanem terminu dokonCeni a jak minimalizovat termin
dokonCeni projektu pri danych nakladech.

5.1 MINIMALIZACE NAKLADU NA PROJEKT PRI JEHO KONSTANTNIM TRVANI

5.1.1 Optimalni plan bez rezerv

Necht jsou pro dany projekt s pfedepsanym trvanim ¢;; = d;; €innosti (P;, ;) vypocteny
nejdfive mozné a nejpozdgi pripusiné terminy 7' a7 " uzlu P;. Délejsou ureny kritické
anekriticke innosti. Necht mame zavisl ost hodnoty ¢;; — pfimych nakladl natrvani ¢;; kazde
cinnosti (7;, P;) danu vztahem
cij = —aiiti; + by (ai;) > 0,b; > 0) —linearni varianta,
nebo
Cij = % (a;; > 0) —konvexni varianta

Jak bylo vyloZeno v kapitole (3), maji Casove rezervy pouze nekritické Cinnosti. Predpo-
kladame zmenSeni nakladli tim, Ze prodlouzime trvani ¢innosti najejich tkor.

Vznika tloha: Pro nalezeny kriticky termin vyuZit rezervy nekritickych Cinnosti tak, aby
byl Ziskan optimalni plan, tj. plan minimalizujici naklady celého komplexu ¢innosti [1].

Pro matematickou formulaci objasnime nékteré zvlastnosti:

Kazdé trvani Cinnosti ma dosahnout nejvétsi mozné hodnoty = kazda Cinnost by se méla
stét kritickou. Povazujeme-li terminy 7 uzlu P; (j = 0,1,...,n) za neznamé, pak trvani
kazde Cinnosti (F;, P;) musi byt rovnarozdilu 7; — T;.

VySetfujeme Ulohu pfi pfedem nalezeném kritickém terminu a kritickych cestach, takze
terminy Cinosti na kritickych cestach mame pevné dane.

MnoZzinu uzll |eZicich na kritickych cestach oznatime K (ziejmé Py € k a P, € K)
amnozinu €innosti (7, P;), u kterych alespon jeden z koncli nepatfi do mnoziny K ozna-
Cime R.

Nyni miiz byt uvedena Gloha formul ovanatakto:
najit minimum funkce

z= Z [—a;;(T; —T;) + bi;](ai; > 0,b;; > 0) (linearni varianta) (15)
(P;,Pj)ER

nebo funkce
Cl,ij

z= (a;; >0) (konvexni varianta) (16)

T -1,
(PZ',PJ‘)ER
pfi omezenich
T, — T, > dy pro vSechny ¢innosti (P, P;) € R 17)
T, = Tj(o) = Tj(l) pro vSechny ¢innosti P; € K

avsech d;; kladnych.
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V této Uloze je ovem optimalni plan minimalni vzhledem k nakladlim pouze mezi plany
zakonCenymi ve vypocteném kritickém terminu 7},.. Pokud bude termin dokonceni 7" stano-
ven jako T' > Ty,, je mozno prodluzovat i délky kritickych Cinnosti a naklady optimalniho
planu budou mensi nez pfi 1" = Ty,

Pomoci této Uvahy zdlvodnime nasledujici formulaci, ktera zobechuje Glohy (15) — (17)

Necht mame pro kazdou Cinnost (7, ;) dano minimani trvani d;; anecht je dan termin
T dokongeni celého projektu. Jetfebaurcit terminy 7; uzll P;(j = 1,2, ..., n) tak, aby mezi
vemi plany provedenymi v terminu 7" mé hledany plan ngimensi naklady, jinymi slovy je
tfeba najit minimum funkce:

2= Y F—a;G(T;=T)+by]  (a; >0,b;y>0)  (linearni varianta), (18)

(Piij)
nebo funkce

z = (;‘) TjaijTi (a;; > 0) (konvexni varianta) (19)

pfi omezenich
T; —T,>d;; provSechna (P,P;), To=0, T,<T. (20)
Protoze funkce (18) i omezeni (20) jsou linearni, je tato tlohaobvyklou tlohou linearniho
programovani, kterou je mozno fesit napfiklad simplexovou metodoul.
Funkce (19) jako soucet konvexnich funkci je konvexni a Uloha je Gloha konvexniho
programovani. Timto zplisobem je mozno Fesit i obecngjsi Glohu, kdy je zavislost nakladi
z provedeni vech Cinnosti navektoru t = {t;;} jejich trvani danave tvaru

2= > fylty)
(Pi7Pj)
kde funkce f;;(t;;) jsou konvexni [1].

5.1.2 Algoritmus sestaveni optimalniho planu bez rezerv

Algoritmus sestavila I. A. RADCIKOVA (spoluautorka [1]). Neni tak tézkopadny jako
algoritmus simplexové metody. Ugelovou funkci (18) zapiseme ve tvaru

z = Z —a;j(T; — T;) + bij] = Z sz—z

(Pi,P;) (P;,Pj) i=0
amisto tlohy minlmallzovat (18) budeme Fesit ekvival entnl Ulohu maximalizace funkce
=0
pfi omezenich
T, =T; < —d;; provsechna (B, P;),
T, —1To <T, (22)
To = 0.
Dudalni k Uloze (21) — (22) je GUloha minimalizace funkce

(P, Pj)
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pfi omezenich
DT — >tk =a; (i=1,...,n)
z;; >0 proviechna (P, Pj) (24)
ZTno > 0.

Pokud kazdé x;; budeme chépat jako mnozstvi latky protékajici hranou (P, P;) zajed-
notku Casu, pak je soucet wa roven mnozstvi latky vytékajici z uzlu P; a soucet Zx,ﬂ
roven mnozstvi latky vtekq ici douzlu P,.

Uzel P; jeZfidlem, kdyz v (24) plati a; > 0 aodtokem pro a; < 0. VeliCinaa; je intenzita
odpovidgjiciho zfidla nebo odtoku. Pro a; = 0 miizeme vrchol P; povazovat bud za zfidlo,
nebo odtok nulové intenzity.

Takto je mozné rovnice (24) pokladat za rovnice toku v siti s mnozinou zfidel a odtokd,
které odpovidéa sitovému grafu, doplnénému hranou (P, ).
Regeni {z;;} soustavy (24) nazveme pripustny tok v siti [1].

Ziskali jsme pripustny tok. Secteme-li vSechny rovnice (24) sohledemnato, ze Y " a; = 0,

2
dostaneme ’
me—xno— Zaz—ao

Tuto rovnici miizeme chapat Jako rovnici toku uzlem Py, jehoz intenzitaserovnaay.

Doplnénim do soustavy (24) dostavame soustavu

inj—Zx;ﬂ-:ai (220,1,,77,) (25)
J k
Zai—i-Zai = 0. (26)

a; >0 a; <0
Rovnice (26) vyjadiuje, Ze celkova intenzita zfidel je rovna celkové intenzité odtokd. Je

nutnou podminkou pro existenci pripustného toku v siti.

pricemz

Dualni loha spotivave vyhledani toku v siti s mnozinou ziidel a odtok, minimalizujici
linearni formu (23).

Algoritmus se opira o druhou vétu duality viz [1]. Podle ni jsou pfipustnafeSeni {7} a
{z;;} obou dudnich tloh tehdy ajen tehdy, kdyz vyhovuji podminkam:

(T; =T, — D;j)xi; =0 pro viechna (B, P;). (27)

Z této podminky plyne
=0 pro T; —T;—d;; >0,
>0 pro T; —=1T;—d;; =0.
Pomoci algoritmu se vybirgji pfipustné hodnoty 7; vyhovujici podmince (22), tedy tok je
mozno poustét hranami (P;, P;), pro kteréplati 7; —T; —d;; = 0. Tyto hrany budeme nazyvat
pripustné[1].

xij
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5.1.3 Optimalni plan pri existenci rezerv
V kapitole (5.1.1) jsme neuvazovali omezeni Cinnosti ¢;; shora. Casto je v&ak délkatrvani
omezenaid;; < t;; < D;;, kded,; je minimalni trvani a D;; je normalni trvani této Cinnosti.

Pokud je dan termin 7" dokoncCeni projektu, pak vznika minimalizovat funkci

z = Z (—agjtij + bij) (a;; > 0,b;5>0) (linearni varianta), (28)
P;,P;
nebo funkce
z = %y (a>0) (konvexni varianta) (29)
(Pipy)
pfi omezenich

T; —T,—t; >0 (provsechna) (P, P)),
dij < ti; < Dyj, (30)
To=0, T,<T.

Neznaméjsou v teto Uloze terminy uzlli atrvani €innosti. V optimalnim planu ¢;; dosahuji
maximalné pfipustnych hodnot, takze ¢;; = min{D,;, T; — T;}.

Na rozdil od Uloh (5.1.1) mohou mit nékteré ¢innosti Casovou rezervu i v optimalnim
planu (nevyuzitelnou). Bude se jednat o Cinnosti (7, P;) pro kterét;; = D;; < 1; —T;.

Prvni varianta je opét Glohou linearniho a druha konvexniho programovani.

Soustavu hodnot {¢;;, 7;} vyhovujici podminkam (30) budeme nazyvat pripustnym pla-
nem a pripustny plan, minimalizujici funkci = se nazyva optimalni plan tlohy.

V disledku zadaného terminu 7" je tfeba zkoumat FeSitelnost Glohy pfi tomto zadani.
Polozimevsechny Cinnosti ¢,; = d;; avypottemekriticky terminm celého komplexu Cinnosti.
Pokud 7" > m, pak ma Ulohafe3eni, jinak neni soustava omezeni (30) konzistentni a Gloha
feSeni nema.

5.2 PARAMETRICKA ULOHA MINIMALIZACE NAKLADU NA PROJEKT

5.2.1 Matematicky model Glohy

Jak bylo feceno (5.1.3), trvani kazdé Cinnosti je dano v mezich 0 < d;; < t;; < D;;.

Pokud ¢;; = d,;, bude odpovidajici kriticky termin m nejkratSim terminem, ve kterém je
mozno dokonCit projekt. Polozime-li ¢;; = D,;, pak kriticky termin A/ bude nejpozdgSim
kritickym terminem k dokonceni projektu. Anal ogicky nazveme m minimalni a M maximalni
omezeni terminu 7, —m < T,, < M.

Pro libovolnou hodnotu7,, € [m, M| budeexistovat vlatni optimalni plan vzledem k cené.
Parametricka tlohaspocivav urceni optimalniho planu pro kazdy pripustny termin projektu,
tj. ve vyhledani minimafunkce pro kazdé A z intervalu [m, M].

2= Y (—aity +by) (31)

(P’ivpj)
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pfi omezenich
T; =T, —t; >0 pro vSechna (5, ) (32
dij < tij < Dy; pro vSechna (P, P)) (33)
Ty=0, T,=A\ (34)

Dostali jsmetak duéni Glohu (31) —(34) linearniho parametrického programovani, kterou
nazveme parametrickou Glohou minimalizace ceny projektu.

5.3 KELLEYOVA METODA

Pouziti metody linearniho parametrického programovani pro feSeni parametricke Glohy
je prilis slozité. Proto si vylozime Kelleyovu metodu pfevodu parametrické Glohy na tlohu
0 maximalnim toku, feSenou jednoduchym algoritmem.

53.1 Struktura optimalniho planu

Z predchozich Uloh vyplyva, Ze trvani ¢;; libovolné Cinnosti (7, ;) je definovano vzor-
cem: t;; = min{D;;, T; — T;}, takze v optimanim planu trvani ¢;; kazdé Cinnosti (P}, P;)
mize nabyvat pouze hodnot: 1) ¢,; = D;; = T; — T;, tedy €innost manormalni trvani anema
Casovou rezervu.

2) t;j; =1, —T; < D,;, to znameng, ze trvani Cinnosti je mensi nez normalni, ale nema
Casovou rezervul.

3) t;j = D;; < T; — T;, €innost manormalni trvani a ma asovou rezervu, ktera nemutize byt
vyuzita.

Sruktura optimalniho planu vznikne rozkladem vSech ¢innosti na mnoziny:

1. Dle Casovych rezerv:

MnoZzina £, vSech Cinnosti (P, P;), které vyhovuji podmince 1), nebo 2) (bez rezerv).
MnoZzina £, vSech Cinnosti (P, P;), které vyhovuji podmince 3) (s rezervami).
2. Dle vztahu mezi hodnotami délek trvani innosti v optimalnim planu:
Mnozina (), vsech cinnosti (P;, P;), pro které plati t;; = D;; > d;.
Mnozina (), vSech cinnosti (P;, P;), pro které plati t;; = D;; = d;.
MnoZzina ()3 vSech Cinnosti (7, P;), pro které plati t;; = d;; < D;;.
MnoZina ), vSech €innosti ( ), pro kteréplati d;; = t;; < D;;.

g
e

79

g
e

79

J

5.3.2 Kelleyovavéta

Necht je pro nékterou hodnotu 7,, = A vyfeSena Uloha (31) — (34) a{t;;, T;} je ziskany
optimalni plan, takze
Zmin = Z (_a'wtz} + sz) = C

(Pi7Pj)
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Formulujeme GUlohu — vyjdeme z daného optimaniho planu 7,,; = )\ a sestrojime novy

optimalni plan
{t; ij> g} = {ti5. T;} — ©{&;j, ni;} = {ti; — ©&;, 17— On;} (39)

trvani T,, = A\ — ©, aurcit horni mez O, rlistu nezaporného parametru © [1]. Hledame tedy
smér {&;;,n;} UseCky s poCatkem v bodeé {t¢;;, 7}, v jgimz kazdem bodé nabyva funkce
z minima pfi omezenich (32) — (34), a v urceni veliCiny ©, pfipustného kroku podél této
UseCky. ©, je délka odpovidgjiciho intervalu linearnosti po castech linearni funkce:
minz = f(A).

Reeni — pro funkci = podél (iseéky (35) mame

Z = Z CLwt -+ bl] Z (—amtfj + bzg) -+ @ Z aijgij = C -+ @ Z aijgij

(Pi,Py) (Pi,Pj) (Pi,Pj)

apokud naj deme smér Usecky {&;;, 15}, je Uloha prevedena na minimalizaci funkce

Z ij&ij
(Pi7Pj)
Najdeme nyni omezeni pro proménné¢,;, n; tak, aby byl hledany plan pripustny [1].

Je-li T7 — T; — t;;= 0, pak
oij =& +n—n; >0 pro vSechna (P, P;) € Ey.
Je-li Tj — T; — t;; > 0, mbze byt o;; jak kladné, tak zaporné Eislo.

Z (33) mame
dij < t;— 0&; < Dy (36)
Z levé nerovnosti (vzhledem k nezépornosti © vyplyva: jestlizet;; = d;;, pak
&; <0 pro vSechna (P, P;) € E1NQs. (37)

Z pravé nerovnosti vyplyva jestlizet;; = D;; [(P;, P;) € Q1 U Q2], pak &;; = 0.
Vzhledem ke struktufe [1, obr. 58] optimaniho planu {t;;, 7/} dostavame

&j; >0 provsechna (P, P;) € E1NQy,

&j =0 provsechna (P, P;) € (E1NQ2)U Es.
Z podminky (34) dostaneme omezeni pro n;:

no = 0, N =1
Jestlize v feSeni Ulohy (42) — (45) existuji 0;; < 0 (to jen v pfipadé kdy (P;, ;) € Es),
dostavame

(38)

T =T —1;;
0 < —” pro o;; < 0.
V takovém pfipadé je veliCina © ohraniCena shora Cislem:
T7—T7—t
O = min 2—2 Y > 0. (39)
0i;<0 _UZ]
Z (36) vidime, e pro &;; < 0 je leva nerovnost vzdy splnéni, ke spinéni pravé pak musi

platit:

< tiy = Di Dij
&
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tedy pfi &;;70 dostavame dalSi omezeni shora pro ©:
ti; — Dy
0" = min 2— >0 (40)
£i;<0 fz‘j
Je-li 0;; > 0, je pravanerovnost (36) vzdy splnéna, pro splnéni levé nerovnosti je nutno,

aby:

o<ti—dy
ij
takze pfi &;; > 0 dostavame pro © posledni omezeni shora Cislem:
t7— dy
0" = min 2—2 >0 (41)
&;>0 ij

Oy je pak urceno vzorcem
©p = min{©’, 0", 0"}

Kelleyova véta:
Necht je {t;;717;} optimalni plan Glohy (31) — (34) trvani 7,7 = A a necht je urCena jeho
struktura, tj. urCeny mnoziny £;, Q); (i = 1,2; 5 = 2,3,4). Pak je pro vyhledani optimalniho
planu

{ti; =t — ©&;, T; = Tj — On;}

trvani 1) = A — © < ) tfebaresit nasledujici tlohu linearniho programovani: najit minimum
funkce:

Z ij&ij (42)
(Piij)
pfi omezenich

o =& +n—n >0 pro vSechna (P, Pj) € B, (43)

>0 provsechna (P, P;) € EyNQn,
§&j 4 =0 provsechna (P, P;) € EyU(E1NQs), (44)

<0 provsechna (P, P;) € E1NQs,
nw=0 n=1 (45)

Je-li Uloha (42) — (45) fesitelna a {&;;, n; } je jei feSeni, pak existuje Cislo urcené timto
feSenim
Oy = min{0',0", 0"} >0 (46)
takovg, Ze pro kazde © zintervalu [0, ©¢] je plan {t;; — ©¢};, T; — ©n; } optimalni pro Glohu
(31) — (34) trvani T,, = A — © < \. Jestlize Uloha (42) — (45) neni FeSitelnd, pak neexistuje
optimalni plan Glohy (31) — (34) smenSim trvanim nez A [1].

5.3.3 Prechod k Gloze o maximalnim toku

Podle pravidla o dud né sdruzenych Glohach [1] zformulujeme podminky primarni tlohy,
vzhledem ke které je loha (42) — (45) dualni.

Neznamé v primarni Uloze oznacime z;;, jejich pocCet je roven poctu vSech Cinnosti
(P, Pj) € En.

Jako koeficienty Ucelove funkce slouZi absolutni Cleny omezeni (43), mezi nimiz jsou
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rlizné od nuly arovny jednéty, pro které j = n. Tedy G¢elovafunkce pro primarni Glohu ma

tvar
> i (47)
(P;,Pj)eEn
Urceni znamének omezeni neznamych v primarni Gloze z (43)
x;; = 0 pro (P, Pj) € Ey (48)
protoze na o;; se nekladou omezeni
25 > 0pro (P, P,) € By (49

Pro urCeni ostatnich omezeni primarni tlohy uvazujeme matici omezeni (43) — obdé ni-
kovaz jednotkové matice koeficientll pfi &;;, ke které je zprava pfipsana obdél nikova matice
koeficientl pfi n; an;. Kazdy Fadek je sloZzen z nul ane vic nez dvou jednicek (prvni kladng,
druhazaporna). M atice transponovana jetake slozenaz jednotkové s pfipsanou obdél nikovou
matici (fadky se skladaji z 0 a+1).

Vezmeme-li za koeficienty prvky jednotkové matice a za absolutni Cleny koeficienty
Ucelové funkce (42) auvazujeme-li znaménka omezeni (44), dostaneme nasledujici omezeni
primarni Glohy:

<a;; pro (P, Pj) € EiNQs,
Tij§ >a;; pro (P, P;) € E1NQs, (50)

= @a;; Pro (R, Pj) - E1 N Q4.
Vezmeme-li nyni za koeficienty prvky obdélnikové matice a za absolutni ¢leny nulove ko-

eficienty pri 7, v UCelové funkci (42) a uvazime-li, ze neexistuji omezeni neznamych 7,
(j =1,2,...,n — 1,n; —volné proménné), dostavame jesté nasledujici omezeni — rovnici
primarni Glohy:

Xy =Y ap=0  (j=12,...,n-1) (51)
kdeseprvni soucet t)’/kélv“sech Ci nnkosti vstupujicich do P; adruhy vSech Cinnosti vystupujicich
z P [1].

Primarni Glohou k duélni Uloze (42) — (45) je Ulohamaximalizaceformy (47) pfi omezenich
(48) — (51), tj. tloha o maximalnim toku — kapitola (6.1). Algoritmy pro jeji feSeni jsou
tézkopadné podobné jako simplexové metody.

5.3.4 AlgoritmusfeSeni parametrické tlohy

Pripravny krok
PolozZime vsechna t;; = D,;, T, = 0 a vypocteme vsechna 1) = miax{Ti + Dy} = Tj(o)
(T,, = M). UrCime Casové rezervy pro vSechny €innosti a strukturu ziskaného optiméaniho
planu.

Obecny krok

1. Podle optimaniho planu (31) — (34) pro 7,, = A < M a podle struktury sestavime
tlohu (47) — (51) o maximanim toku afeSime ji podle kapitoly (5.3.5).
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2. Podle (53) (strana51) ur€ime¢;; an; apodle nich horni hranici ©, azmény parametru
O podle (45).

3. Podle (35) ngideme novy optimalni plan parametrické tlohy trvani 7,, = A — ©, kde
0 < 0 < 6, PodoZime ©®© = O, a urCime strukturu ziskaného optimalniho planu.
Pokud je tfeba, opakujeme obecny krok. Algoritmusje ukoncen, pokud v k-tém kroku
je linearni forma Glohy neomezena a soustava omezeni duani Glohy neni konzistentni
= neexistuje plan kratsi, nez je plan v (k — 1)-nim kroku.

5.3.5 Specialni algoritmus pro FeSeni tlohy o maximalnim toku

V pripravném kroku polozime vsechna t;; = D,;, diky €emuz budou Cinnosti zafazeny
pouze do mnozin (); a Q.. Proménné z;; pak musi vyhovovat omezenim:
0<uz; <ay; pro (P,P;)eE NG
z;; >0 pro (P, P;) € E1NQ (52)
z;; =0 pro (P, P)) € E;

PoloZime-li vSechnaz;; = 0 obdrzime pfipustny tok. V dalSich krocich se trvani 7;, planu
zkracuje, tedy méni se trvani ¢;; nékterych cinnosti. Ty uz nyni mohou patfit do libovolné
mnoziny (). Pro Ulohu o maximanim toku mohou existovat libovolnaomezeni pro z;;, takze
tok, pro ktery vSechnaz;; = 0, jiz neni pripustny.

Vzhledem k tomu, Ze feSeni ziskané v k-tém kroku je pfipustnéi pro (k + 1)-ni krok, jsou
v agoritmu dva pfipravné kroky. Prvni se pouZije jen pfi prvnim kroku, druhy se pouZiva pri
FeSeni Ulohy vzniklé v dalSich krocich.

Prvni pripravny krok:

Omezeni (52) zapiSemevetvarutabulky. Tuvyplnimepodlepravidla: je-li(P;, P;) € E1NQx,
do policka (i, j) zapiSeme Cido a,j, je-li (P, P;) € Ey N @2, do policka (4, j) zapiSeme oo.
Do policka (4, i) zapiSeme v obou pfipadech 0.

Pokud (P, P;) € E», nebo uzly P; a P; nejsou spojeny hranou, zlistane policko prazdné.

Nyni pfichazi nafadu obecny krok

Podle tabulky vyhledame cestu z P, do P, a prochazime ji za predpokladu, ze a;; > 0.
Pokud ne, hledame jinou cestu. Pokud neexistuje cestaz P, do P,, je proces ukoncen.

Pokud takovou cestu nalezneme, mezi Cisly a;; najdeme min{a;;} = h, — propustnost
sestrojené cesty.

Odecteme /» ode vSech a;; a pricteme ke vsem a;;. Ziskame novou tabulku a vratime se
ke kroku vyhledavani cesty z P, do P,.

Je-li operace zakonCenatim, Ze neexistuje cestaz I do P, je proces ukoncen.

Mnozinu vrchol i sité, které podle posledni tabulky jesté miizeme spojit n&akou cestou
s P, oznalime U a mnoZinu ostatnich uzll oznatime V. Hrany, jegjichZ konce nalezi do
rliznych mnoZzin, nazvemetez (U, V) [1].
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Druhy pripravny krok:
Po k-tem kroku mame tabulku odpovidajici tlohy o maximalnim toku.
V (k + 1)-nim kroku do ni zaneseme nékteré zmény souvisgjici se zménou struktury
optimalniho planu.
Jestlize v novém k-tém optimanim planu patfi cCinnost (7;, P;) do stegné mnoziny £ ado
stejnétiidy @ jako v kroku (k — 1)-nim, potom policka (4, j) a(j, i) zUstavaji beze zmeény.
Pokud nepatfi do stejné mnoziny atfidy zmeéni se podle nasledujicich kritérii:
1) pokud (P;, P;) € Ey N Qs = (i,7) = o00; (7,7) =0;
2) pokud (P, Pj) € ExN Q4= (i,5) =0; (4,7) =0;
3) pokud (P, ;) € E1 N Q2 = (i,7) = 005 (4,1) = 0;
4) pokud (P, Pj) € E4 N Qy;
aprol, U P ev = (i,)) =ay; (4,1) =0;
byproP, e V,P, e U= (i,j) =0; (j,i) = aij;
5) pokud (P;, ;) € E» N Q2 = policka (i, j) a (7, ) nevypliujeme.
Nyni miizeme opét pokratovat obecnym krokem.

Je mozné ukazat, ze feSeni {};, n; } dudni Ulohy jsou urCenatakto [1]:

1 pro (P, P)) e ExN(Q1UQyq), P cU P eV,

§&;=4 —1 pro (P, Pj) € ExN(Q3sUQy), P cU P eV,
0 v ostatnich pfipadech; (53)

. 0 pro P;eU,
= { 1 pro PeV.
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5.4 NEKTERE APLIKACE KELLEYOVY METODY

5.4.1 Vyhledani optimalniho planu vzhledem k naklad@im

Algoritmus popsany v kapitole 5.3.5 je pouzitelny i pro Glohy minimalizace nakladi
projektu pfi jeho pevném trvani. V takovem pfipadé je algoritmus ukoncen po dosazeni
danéhotrvani 7,, = T.

54.2 Optimalni plan vzhledem k Casu

Tato Ulohaje v jistém smyslu opatna k predchazejicim — mame zde pevné dané naklady
amusime stanovit optimalni (minimalni) termin dokonceni projektu.
M atematicka formulace Glohy zde znamenéa: nalézt minimum funkce
z="1T, (54)
pfi omezenich

T; —T,—T;; >0  pro vSechna(P;, P;), (55)
0 S dij S tij S Dij pPro VéQChna(B, Pj),
Ty = 0;
Z (—a;ti; +bi; < C linearni varianta (56)
(Pi,P5)
nebo
% <C konvexni varianta (57)
(Piij) g

Jestlizepolozimet;; = D,; anajdemeodpovidajici néklady naprojekt C'ys,jeproC < Cy,
je tloha nefesitelna. Polozime-li T,, = m (m je pevné omezeni trvani projektu) a najdeme
odpovidajici minimani néklady C,, na projekt, bude pro C' > C,, zZiggmé = = m = T,
minimalni vypoctené trvani projektu [1].

Obé varianty — linearni i konvexni |ze feSit pomoci Kelleyova algoritmu.
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6 MAXIMALNI TOKY V SITI

6.1 PROSTA ULOHA O MAXIMALNIM TOKU

6.1.1 Zakladni pojmy aformulace problému

Jedanasit G tvorenan+ 1 uzly Py, P, . . ., P, ahranami (P;, ;). Sit je symetricky graf,
to znamn@, ze do n§ patii jak hrana (P, P;), tak i hrana (P;, P;) k ni symetricka.

Pocestach p(Fo, Py, Py, - - -, P, P) Sestavenychzhran (P, P, ), (P, Piy)s - - -5 (P, Pr)
anetvoricich smycky je posilan materid (kapalina, plyn, néklad) z uzlu P, do uzlu P,. Kazdé
usporadané dvajici uzlll P;, P; je pfifazeno nezaporne €islo ¢;;, které se nazyva propustnost
hrany (P;, P;) a ur€uje maximalni mnozstvi latky, kterou miize propustit hrana (P;, P;) za
jednotku Casu, pricemz c;p = ¢,,; = 0 [1].

k?

Tokem z;; v hrané (P, P;) (i,j = 0,1,...,n;i # j) se nazyva mnozstvi latky, které
projde v této hrané za jednotku Casu [1]. Tokem v siti nebo prosté tokem budeme nazyvat
mnozinu {z;;} tokl po vSech hranach sité. Dale budeme predpokladat, Ze toky vyhovuji
nasl edujicim omezenim:

n—1 n
=Y wmy=0 (k=1,...,n-1)). (59)
1=0 j=1

Ta znamengji, ze tok v kazdé hrané je nezaporny a neprevysuje jeji propustnost (58) a ze
mnozstvi latky vstupujici do uzlu (mimo uzly P, a P,) je rovno mnozstvi latky z ng
vystupujici (59).

Tok vyhovujici temto omezenim budeme nazyvat piipustnym tokem.

Z omezeni (59) vyplyva, ze mnozstvi latky vytékajici z P, je rovno celkovému mnozstvi
latky pritékajici do P, tj.

n n—1
Z Toj = Z LTin = 2 (60)
j=1 i=0

Ulohao maximalnim toku v siti spo&ivav nalezeni takového Feseni xy (6,5 =0,1,...,m;
i # j) soustavy (58) — (59), které maximalizuje linearni formu (60). Toto feSeni {z};} se
nazyva maximalni tok v siti [1].

Dae s zavedeme nékteré dopliujici pojmy. Mnozinu vech uzlli sité G rozloZime nadvé
disjunktni podmnoziny U a V, pficemz P, € U a P, € V. Rezem (U, V) sité G nazveme
mnozinu vSech hran, jejichz konce patfi rliznym podmnozinam.

Kazdému fezu (U, V') pfifadime Cislo C'(U, V') — propustnost fezu, ktera je rovna souctu
propustnosti vsech hran fezu zaCingjicich v U akoncicich ve V:

C(U, V) == Z Cij
PieU;PjeV
Libovolna cesta z Py do P, obsahuje alespon jednu hranu fezu (U, V), ktera zaCina

v U akonCi ve V. Vzhledem k tomu, Ze propustnost cesty neni vétSi nez propustnost kazdé
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jgji hrany, nemiize byt ani velikost libovolného toku z P, do P,, ktera je souctem vSech cest
z P, do P, v&Si nez propustnost libovolnéhofezu (U, V) = =z < C(U, V).

Z toho tedy plyne, ze pokud se podafi vytvorit takovy tok {z;; }, Zejeho velikost z* bude
rovna propustnosti nékerého fezu (U*, V*), tedy z* = C'(U*, V"), je tento tok maximalni
a(U*, V*) jefez sminimani propustnosti.

6.2 ZOBECNENA ULOHA O MAXIMALNIM TOKU

6.2.1 Formulace tlohy

Zobecnénou Ulohou o maximanim toku v siti G, znazornéné asymetrickym grafem, pfi
oboustrannych nenulovych omezenich toku v kazdé hrané (P, P;), tedy Glohu vyhledani

maxima funkce )
z = Z Tip = Z Toj (61)
i=0 j=1

pfi omezenich
0<b; <z <c¢j (1,7=0,1,....,n,1#1) (62)
a
n—1 n
ink—Zxkao (k=1,...,n=1), (63)
i=0 j=1

déle budeme predpokladat, ze ¢;; = b;; = 0 pro (P;, P;) € G [1].

Pokud vSechnab,; = 0, pak Ulohy (61) —(63) pfejdou do Uloh (58) — (60) uvazovanych na
asymetrickém grafu. MUzeme predpokladat, ze pokud (P, P;) € G, pak takeé (P}, P) € G,
aec;; = 0.

Rozdil mezi Ulohami (61) — (63) a (58) — (60) je v tom, Ze pro prvni vzdy existuje znamy
pripustny tok z;; = 0; (¢,j = 0,1,...,n,i # j), ale pro druhou (tedy vyhovujici omezenim
(62) —(63) pri existenci alespon jednoho b;; > 0) nemusi existovat pripustny tok (Ulohanema
feSeni). Pokud marteSeni, vznika otazka, jak ngjit pfipustny tok.

6.2.2 Algoritmus

1. Sestavimetabulku; je-li ¢;; >, do policka (P;, P;) piSemec;; = 0, pokudjec;; = ¢;; =
0, nepiSemenic.

2. Tabulku doplnime o fadky a sloupoce P_; a P,,,. Vyplhujeme podle pravidel - do
policka (P;, P;) (i,j = 0,1,...,n;i # j) misto Cislac;; > 0 piSeme rozdil ¢;; — b;;
a v symetrickych polickach napiseme nuly. Do policka (P, P;) napiSeme soucet

n—1 n
>~ b;; ado kazdého policka (P, P,+1) napiSeme odpovidajici soucet " b;;. Symet-
i=0 j=1
rickéa policka vyplnime nulami. Nakonec do policka (P, FPy) napiSeme co ajestlize je

policko ( Py, P,,) prézdné, napiSeme do n§ nulu.

3. V pomocné tabulce mame vyjadieny propustnosti sité. Vyhledame maximalni tok.
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4. Z vysledné tabulky odmazeme pFidané sloupce i fadky. Opravime policka (P, P,) a
P,, Py): pokud bylo co,, > 0 zapiSmedo (P, P,) rozdil ¢y, — by, ado policka(P,, Pp)
nulu. Pokud je ¢, = 0, to znamena iy, P,) € G, policka (1, P,,) a(P,, %) budou
prazdna

5. Znovu pouzijeme agoritmus pro vyhledani maximalniho toku pro tabulku z kroku 4
az do ziskani konetné tabulky.

6. Vypocitame maximalni tok tak, Ze ode¢teme ode vSech prvkll ¢;; vychozi tabulky
odpovidagjici prvky konecné tabulky.

6.3 PouzZITi v SITOVE ANALYZE

6.3.1 Dualni tloha k Uloze o maximalnim toku

Pfipomenme si, Ze kazdy krok algoritmu pro feSeni parametrické Glohy minimalizace
nakladl na projekt matyto body:

1. Konstrukci zobecnéné tlohy o maximanim toku ajeji feSeni
2. Vyhledani hodnot proménnych odpovidajici dualni Glohy
3. Konstrukci nového optimaniho planu a urceni jeho struktury [1].

Necht byl v k-tém kroku ziskan optimalni plan parametrické tlohy aurcenajeho struktura
(vizkapitolas.3.1), potom podminky odpovidajici dvojicedud nich tlohfeSenychv k+1-nim
kroku budou vypadat — [1, dodatek, §2 odstavec 1].

Mame optimalni feSeni {x;} a optimalni FeSeni {&7;, 77 }dudni Glohy. Podle kritéria
optimalnosti (druha véta duality) jsou pfipustna feSeni vzgemneé duanich tloh optimalni
tehdy ajen tehdy, kdyZ vyhovuji doplfujicim podminkam [1]. ZapiSeme tedy podminky ve
tvaru:

x (& +ni —n;) =0 pro (P, P;) € By U E, (64)

(z3; —aiy)§; =0 pro (P, Pj) € By U E,. (65)
Vyhledane /zij;, n; musi byt pfipustné (vyhovovat podminkam duality)a musi spliovat
podminky (64) — (65).
Uvazujeme nyni hrany (P, P;) € E;. Pri feSeni Glohy o maximanim toku ur€ime i
minimalni fez (U, V'). Pro vsechny hrany (P;, ;) € £\ (U, V') je mozno poloZzit:
&; =0 (66)
& +m; —n; =0. (67)

0, P,eUl,
* 68
m; {1,Pjev. (68)

Pro vsechnan; mame
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Hodnoty &;; pro hrany (7, P;) € Ey N (U, V) jsou urCeny vzorci (53).
Hledané optimalni FeSeni {77} dudlni Glohy vypocteme podle vzorcil
1 pro (P, P) e (EANQ)U(E1NQy), P eU,PeV,
5;; =< —1 pro (P, Py) € (E4NQs)U(E;NQy), P eU P eV, (69)

0 v ostatnich ptipadech,

N =

P,
{ 0 pro €U, (70)

1 pro P;eV.
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111. PROJEKTOVA CAST
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7 PRIKLAD

7.1 ZADANI

Vzhledem k tomu Ze, jak bylo ukazano v teoreticke Casti, Ulohy optimalizace v sitovém
grafu jsou feSeny pomoci opakovaného prochézeni tohoto grafu, pro praktickou ukazku
vybereme Cisté matematicky model malého rozsahu. Pouzijeme graf se sedmi uzly (jeho
preCislovana verze bylapouzita jako ukazka v kapitole (2.2) obrazek (7).

Obr. 11. PreCislovany graf pro praktickou ukazku.

711 Graf

Nyni doplnime do grafu k jednotlivym Cinnostem (P;, P;) doby jejich trvani ¢;; — zapisu-
jemejek hranam—viz obrazek (12). Takto doplnény graf uz obsahujevSechny Gdaj e potfebné
pro vypoCet Trvani projektu, urCeni kritické cesty, vyhledani nejdfive moznych i nejpozdgji
pripustnych termint. . .

7.1.2 Prevod dotabulky

Pro nékterévypotty je prehlednéjSim zplisobem zapi su projektu tabul kaobsahujici seznam
¢innosti (je pouZit uz z precislovaného grafu, Cisla v krouzku u hrany zde oznatuji Cislo
¢innosti), nasledna Cinnost a trvani.
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Obr. 12. Graf se zapsanymi dobami trvani jednotlivych Cinnosti.

A takto vypadaprevedenado tabulky, kdekekazdé €innosti jsou pfifazenacislanaslednych
¢innosti a doba trvani dané Cinnosti.

Tab. 2. Zapisgrafu z obrazku (12) do tabulky
Nasledujici ¢innost Trvani
2,3
8
6,7
6,7
9
8

o
S
5
@]
a

©OCooo~NOoO Ul WwWNPEF
N~ N DO PROOORAWODN
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7.2 TRVANI PROJEKTU A KRITICKA CESTA

7.2.1 Vyhledani nejdiive moznych zacatkl ¢innosti a trvani projektu

Vychazime z algoritmu pro precislovani uzlti, pomoci ng jsme urdili i Fady jednotlivych
uzll v precislovaném grafu takto:
Py — uzel nultého fadu
Py,P, — uzly prvého fadu
P3; — uzel druhého fadu
P,,Ps — uzly tfetiho Fadu
Py — uzel Gtvrtého fadu
P; — uzel patého fadu
Je zde vidét dodrzeni pravidlapro preCislovany graf — pro kazdou €inost mezi dvémauzly
(P, P;) plati i < j.
Dale budeme postupovat podle algoritmu z kapitoly 3.1.1, strana 26.

V prvnim kroku pfifadime kazdému uzlu P; ¢islo A\, = 0.

Dale prochazime sit od uzlu F, a podle vzorce (1) vypocCteme viechna \; = Tj(o), tedy
nejdiive mozné zacatky jednotlivych uzl i
Ny =X =0=Tp,
M=+t =2=T" (0),
Y= X tte=1=T" (0).
Ny = max{ ) + foz, N + tig, Ny + tog} = max{5,4,3} =5="T3" (0)
N, = max{\, + tog, Ny + t31} = max{8,11} = 11 =TV (3),
A, = max{\; + ts5, N, + t15} = max{7,8} =8 =T (1),
N, = max{\, + tsg, N + t16} = max{10,7} = 10 = T,” (5),
N = max{N, + tsr, \; + ts7, Ny + ter} max{15,15,14} = 15 = T\ (4,5).

Trvani projektu T7(°) (ngjdfive mozny termin konetného uzlu) je tedy roven hodnoté 15.

7.2.2 Vyhledani kritické cesty a volnych rezerv

Pro preCislovanou sit (obr. 11) vytvofime tabulku (Tab.3, strana 61).

Z tabulky vidime, Ze Cinnosti (Py, Ps), (P, Ps), (P2, Py), (Ps, Ps), (P, Ps) a (Fs, Pr)
maji volné rezervy. U ostatnich Cinnosti je rezervarovna0.

Nyni budeme prochazet sit od uzlu P;. Do n§ vstupuji dvé Cinnosti splhujici podminku
(2) = (P4, P;) a(Ps, P;). Postupujemetedy dalek uddostem P, a Ps. Do P, vstupuje cinnosti
(Ps, P;) bez volnérezervy ado uzlu Ps jeto Cinnost (P, Ps). Dae postupujeme k uzlu Ps,
do ngjZ vstupuje innost (P, P3) svolnou rezervou rovnou 0 ak uzlu Py, do n§z vstupuje
¢innost ( Py, P1) snulovou volnou rezervou. Kritické cesty jsou tedy dvéato: (P, P, Ps, Pr)
a(Py, P3, Py, P;). Nyni je mlizeme zaznait do sitového grafu — obrazek (13).
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Tab. 3. Tabulka pro urceni kritické posloupnosti ¢innosti a volnych rezerv (dvadily tabulky
pod sebou)

(P, ;) (Fo, P1) | (B0, P) | (Po, Ps) | (P1, Bs) | (P, Bs) | (P, P4) | (s, Py)
7% 1 2 1 5 3 4 10 6
t 2 1 5 2 2 7 6
7019 1, 0 0 0 1 2 3 0

(£, F)) (P, Bs) | (B3 Bs) | (P By) | (Bs, Po) | (Pa, Pr) | (B, Py) | (B, Pr)
7% 1 6 3 8 2 4 7 5
t; 6 2 5 2 4 7 4
7019 1, 0 1 3 0 0 0 1

7.3 NALEZENi NEJPOZDEJI PRIPUSTNYCH TERMINU

Mame urceny zakladni parametry sitového grafu — celkovou dobu trvani akritickou cestu.
Nyni ur&ime nejpozdgji pripustné terminy uzl&i 71", podie pravidel (3) a(4) ze strany (28).
V naSem ukazkovém grafu tedy 7}, = T~. Podle algoritmu nejdfive definujeme vSechna
pi =0 (tedy pig = p1 = pro = pig = pra = 5 = pre = 7 = 0).
V dal&im kroku postupujeme grafem od P; smérem dol{l a vypocitame véechna ;) :
pr = pr =0,
pg = 7 = ter =4,
s = max{ g + tse, pr + tsr} = max{6,7} =7,
py = py = +tar = 4,
s = max{ s + tss, 1y + t34} = max{9,10} = 10,
py = max{ )y + tog, s + tog} = max{11,12} = 12,
py = max{ g + tig, 5 + t1s, 5 + t13} = max{9, 13,12} = 13,
o = max{ phtos, ph + oz, muy + to1 } = max{15,13,15} = 15.
Podle vzorce (4) tedy urCime ngjpozdgi nutné terminy Tj(l)
T =T, =15, T =15-10=5
T =15-4=11 T"=15-12=23
T(l)—15—7_8 T(”_15—13_2
T(” —15-4=11 TV =15-15=0

7.4 ZJSTENi PODMINEK KRITICNOSTI UZLU A CINNOSTI

Jak bylo Feeno v kapitole 3.3, uzel lezi nakriticke cestd, kdyz 71" = 7.
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Obr. 13. Sitovy graf se zaznaCenymi kritickymi cestami.

Porovname dfive vypocitané hodnoty:

nejdfive mozny termin  nejpozdgji pripustny termin  vysledek porovnani  uzel

T =0 7 =0 = Py
Tl( =2 Tfo) =2 = P,
T =3 7 =1 - P,
T( ) =5 T(O) =5 = Py
T”_11 T4”_11 = P,
T =8 7 =38 = P;
T =11 T =10 + Py

TV =15 T =15

I
&
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7.5 CASOVE REZERVY

Celkoveé rezervy Cinnosti (P, P;) vyjadiuji maximalni poCet Casovych jednotek, ktery
mame k dispozici, aniz se prodlouZi trvani T,,, v naSem pfipadé 7 projektu. Spocitame je
podievzorce: 7V — T — t,;.

Volnérezervy Cinnosti (F;, P;) vyjadiuji maximal né pripustné prodlouzeni trvani Cinnosti
(nebo zpozdeni zakatku proti 7,”), které nenarudi moznost, aby vechny &innosti vystupujici
z P; zatindly v terminu T\ Uré&ime je podie vztahu: 71" — 77 — t,;.

A nakonec ur€ime nezavisiou rezervu cinnosti (P;, P;), ktera vyjadfuje maximalni pocet
Casovych jednotek prodlouzeni, nebo zpozdeni zacatku Cinnosti, aby byla spinéna pod-
minka, Ze véechny &innosti vstupujici do uzlu P, kon&i nejpozdgi v 7" a véechny &in-
nosti vystupujici z P; zaCingi v nejdfive mozném terminu Tl(o). Je vyjadfena vztahem:
max{0, 7" — T\ —1,;}.

Celkovy prehled rezerv Cinnosti je v tabulce (4).

Tab. 4. Prehled Casovych rezerv pro jednotlive Cinnosti.

¢innost Tj(l) Tj(o) t;; | celkovarezerva | volnarezerva nezavislarezerva
(P, Py) 7O -1 — 1y | T - T — 1 | max{0, 7" — T — 1)}
(P,P)| 2 | 0 |2 0 0 0
(Po,P) | 31 0 |1 2 0 0
(Pp,Ps)| 5 | 0 |5 0 0 0
(P,P) | 5 2 |2 1 1 1
(PP | 5 | 1 ]2 2 2 0
(PP 11 | 1 |7 3 3 1

(Ps, Py) | 11 5 6 0 0 0
(P,P)| 8 | 2 ]6 0 0 0

(P, P5) | 8 5 |2 1 1 1
(P,P;)| 11| 2 |5 4 3 3

(P, Pe) [ 11 | 8 |2 1 0 0
(Py,Pr) | 15 | 11 | 4 0 0 0

(Ps, Pr) | 15 8 7 0 0 0
(Ps,P) | 15 | 10 | 4 1 1 0

7.6 SUBKRITICKE CINNOSTI

Jak bylo feCeno v kapitole 3.5, subkritické Cinnosti jsou takové, jgichz trvani se od
kritickych liSi maximalné o hodnotu § — odchylku od kriticke cesty.

Subkritickéjsou tedy vSechny Cinnosti, jejichz celkové rezervy jsou mensi nez 6. Vytvargi
tak subkritické cesty, jgjichz trvani L vyhovuje nerovnosti: Ty, — 6 < L < T,

Pro nas pfiklad zvolime § = 1 a urCime cesty, které se liSi od kritické nejvyse o tuto
hodnotu.
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Upravime si sitovy graf tak, aby v ném byly vSechny potfebné Gdaje — uzel rozdélime a
do levé Casti napiSeme hodnotu TZ.(O) acislo uzlu pro ktery je platné. Vpravo napiSeme u! a
jemu odpovidajici &islo. Cislo v krouzku u hrany vyjadfuje celkové rezervy.

Obr. 14. Graf s hodnotami pro urCovani subkritickych €innosti a cest.

Nyni prochazime jednotlive cesty a urime vSechny, které jsou subkriticke:
(Fo, Pr, P3, Py, Pr),
(Po, Pr, Ps, Ps, Pr),
(Py, Py, P, Py),
adae k nim prifadime jiz nalezené kritické cesty (ty samoziegjme také vyhovuji podmince
subkriticnosti):
(Fo, Pr, Ps, Pr),
(Py, Ps, Py, Pr).

Timto jsme vySetfili vSechny hlavni parametry sitového grafu. Zname celkovou dobu
trvani projektu, mame urcené kritické ¢innosti a kritickou cestu. UrCili jsme také Casové
rezervy jednotlivych Cinnosti a nyni jsme si stanovili subkritické cinnosti (dle zvolené pro-
meénné blizke kritickym ¢innostem) a cesty, které jsou jimi ovlivnény.



UTB ve ZIing, Fakulta aplikované informatiky 65

ZAVER

Cilem této bakalarskeé prace bylo vypracovat prehled optimalizatnich metod a seznamit
se s metodami sitovée analyzy. Vybranou z nich potom popsat a zhodnotit.

V (vodu jsme si uvedli pomérné rozsahly prehled metod optimalizace, rozdéleny podle
z&kladni klasifikace. U jednotlivych metod byly strucné popsany principy a postupy se
kterymi pracuji.

Struéné jsme se take dotkli zakladnich pojml z oblasti sitovych grafti. Popsali jsme si
néktera pravidla jgjich sestavovani a popsali si algoritmy pro ¢islovani uzll a vyhledavani
cyklU.

V hlavni Casti této prace jsme si popsali jednotlive metody optimalizace projektil popsa-
nych sitovym grafem. Nejdfive jsmesi v ramci projektu stanovili kritické terminy a innosti,
dale jsme se vénovali metodam optimalizujicim dané ¢innosti z riiznych pohledtl. Vzhledem
k tomu, Ze o penize jde az v prvni fade, skuteCnym vysledkem jakékoli analyzy projektu
je jeho vydledna rentabilita. V nékterém pripadé jde pfimo o minimalizaci nakladil. Jindy
slouZi jako hlavni kritérium zkréaceni doby projektu (obzviasté, pokud je projekt soucasti
dal&iho vétsiho projektu, nebo jen stfipkem ve strategickém rozvoji firmy) — zde nam miize
pomoci optimalizovat zdroje, nebo maximalizovat toky. V praxi jde vétSinou o stanoveni
kompromisu mezi cenou aterminem, coz nam popsané metody také pomohou Fesit.

V prakticke casti bylo vybrano analyzovani sitového grafu metodou kritické cesty. Jsou
pomoci ni stanoveny hodnoty, které slouZi jako podklad i pro nékteré dalSi metody optimali-
zace. Vzhledem k problému pomérné velkeho pottu krok pri prochazeni sitovych grafti byl
vybran jednoduchy model s mensSim poctem uzl .

ReZeni Uloh podle zadanych kritérii je z pohledu laika mozna trochu tézkopadne a vzhle-
dem k velkému poctu krok{ pfi prochazeni sitoveho grafu (ajeho opakovanému prochazent)
se mlize zdéat i neprehledné. Tyto komplikace rostou s rozsahem grafu a poctem ¢innosti. P¥i
souCasném nasazeni vypocetni techniky v praxi a vzhledem k dobré algoritmizovatel nosti
jednotlivych metod ovdem miize tento probém byt prenesen na stroj. Na zadavateli potom
miize zlistat ,,jen zadani jednotlivych Cinnosti. SItivko jen musime bréat opravdu v uvozov-
kach, protoze bez fadného zadani nami ten nejdokonal Si algoritmus dav praxi nepouzitelné
vysledky.
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CONCLUSION

Objectiv of this thesis was to come up with the list of optimizaton methods and learn
about the methods of network analysis and to describe and evaluate the selected one.

At thebegining we presented an extensivelist of methods of optimization devided acording
to the basic clasification. In particular methods were breafly described the principes and
procedures with wich they works.

We touch breafly on the basic notions from the field of network charts. We have descibed
some of the values of their composition and described the algoritmus of enumeration of nodes
and searching for cycles.

In the main body of thisthesiswe have describe the particular methods of the optimization
of projects represented by the network charts. First we have established the esentia terms
and activities of this project. Then we focused on the methods of optimization of the required
activities from difrent angles. Because the money allways come first, the real results of any
analysis is benefit. In some causes were the cost reduction the main criterium. Other times
the time saving in the project come first of order impotance, especialy if the project is a part
of any larger one, or just afragment in strategic evolution of the company. There it can help
to potimize the resources or maximizethe flow. Inreal lifeit’s mostly the question of finding
a compromise between the price and project deadline, which the methods presented help us
solve.

In the pracitcle part we have chozen the analyzation of the netSork chart through the
method of the ciitical path. It helps us determine values, which provide subbase for the other
methods of optimization. In view of the problem of considerably large anough of stepsin
pathing through the network chart, a ssmple model was chosen with the smaller number of
nodes.

Solving of the task acording to the established criteria might seem a little cumbersome
in regard of the large amount of the steps in pathing through the network charts and the
repetitive pathing through might seem compicated. This complications grow with the size of
the chart and number of activities. With the present aplication of information technologiesin
practical life and with respect to a good algoritmizability of particular methods we can leave
this problem to the computer. The submiter of the project will provide ”only” the entry of
particular activities. We have to consider the word only in quotation mark because without
the prober in puts even the best algorithm will return the results that can be used in the pracitc
life.
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