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ANOTACE

Oteviené matematické problémy v analyze piredstavuji prostiedek pro pozorovani
nejen konceptualnich, ale i proceduralnich védomosti Zakl. Vzhledem na Sirokou
Skalu moZznosti pro reseni otevieného matematického problému neni dopredu jasny
reSitelsky postup zaki. Pri hodnoceni se tak klade dliraz samoziejmé na spravnost
vysledku, ale taktéZ na provedeni postupu pisemného reseni. Hodnoceni reSeni
zakl otevienych matematickych problémi tak byva silné ovlivnéno subjektivnim
nazorem hodnotitele. Cilem publikace je tak identifikace a analyza projevenych
matematickych kompetenci zakl v pisemnych FeSenich otevirenych matematickych
problémt zakl pro vytvoreni universalniho nastroje pro hodnoceni pisemnych
reSeni zakd. Pravé identifikace matematickych kompetenci zaka je klicova pro
vytvoreni potfebného nastroje. Za vhodny hodnotici nastroj byla vyuzita rubrika
jako hodnotici tabulka. Zaklad pro hodnoceni matematickych kompetenci bude
tvoren prostrednictvim Sesti drovni dimenze kognitivnich procesti Revidované
Bloomove taxonomie vzdélavacich cili. Popis Sesti tirovni pro rubriky pro hodnoceni
matematickych kompetenci v pisemnych resenich zakd je vytvoren pro atributy
jako pisemny projev zakl a mira kreativity v manifestovanych pisemnych reSenich
zak. V publikaci je podrobné popsany postup tvorby systému rubrik jako i popis
drovni pro vSechny vybrané atributy. Jejich aplikace je ukazana na autentickych
resenich zakl v soutézi s nazvem Matematicky B-day, a taktéZz na reSenich otevre-
nych matematickych problémd budoucich uciteld pro primarni vzdélavani.
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UvoD

S neustalym a stéle zrychl'ujicim sa vyvojom spolo¢nosti sa menia trendy aj vo
vychovno-vzdelavacom procese. Mnohé sticasné studie na poli pedagogiky aj odbo-
rovych didaktik sa zameriavaju na potrebu rozvoja takych klicovych kompetencii,
ktoré su ddlezité pre plnohodnotné zaradenie jednotlivca na dynamickom trhu
prace. Vo vSeobecnosti, jednym z hlavnych cielov vzdelavania je priprava Ziakov,
respektive Studentov, na vstup do Zivota tak, aby boli schopni zvladnut naroc¢né
azlozité problémy. Je tiez dolezité, aby nase vzdelavacie systémy zaclenili zru¢nosti
21.storocia do vychovno-vzdeldvacieho procesu (Hiakkinen etal., 2017). V sic¢asnosti
sa kladie silny doraz aj na podporu motivacie ziskavat nové vedomosti a zruc¢nosti.

Vo vyucovani matematiky sa do popredia dostavaji konstruktivisticky ladené
vyucovacie koncepcie, medzi ktoré patri aj objavné vyucovanie. Jednym z nastro-
jov pre uplatnovanie objavného vyucovania v matematike su také matematické
problémy, ktoré mézu mat réznu mieru otvorenosti. Vzhladom na Siroku skalu
mozZnosti pre rieSenie otvorenych matematickych problémov nie je dopredu jasny
rieSitel'sky postup Ziakov. Pri hodnoteni sa tak kladie doraz nielen na spravnost
vysledku, ale tiez na uvedenie postupu riesenia do pisomného popisu jeho jednot-
livych krokov. Hodnotenie takychto pisomnych ziackych rieseni moéZe ¢astokrat
byt silne ovplyvnené subjektivnym ndzorom hodnotitela.

Hlavnym cielom vyskumu prezentovaného v publikicii je vytvorenie univer-
zalneho nastroja pre hodnotenie pisomnych ziackych rieseni otvorenych mate-
matickych problémov. Z poloZeného ciela vyplyva niekol'’ko ¢iastkovych cielov:
¢ Analyzovat pisomné Ziacke rieSenia otvorenych matematickych problémov.
¢ Na zaklade analyzy pisomnych Ziackych rieSeni identifikovat atributy kvality

pisomného rieSenia otvorenych matematickych problémov prostrednictvom

prejavenych matematickych kompetencii.



e Na zaklade analyzy pisomnych Ziackych rieSeni otvorenych matematickych
problémov urcit mieru matematickej spravnostirieSenia a rovei prejavenych
atributov kreativity.

e Vytvorit kritéria na hodnotenie pisomnych Ziackych riesSeni otvorenych mate-
matickych problémov.

Publikicia je rozdelena do piatich hlavnych kapitol. Prva kapitola predstavuje
Siroky teoreticky ramec klicovych pojmov, ku ktorym patria: otvorené matema-
tické problémy, objavné vyucovanie, matematické kompetencie, pisomny prejav
ziakov a kreativita v matematike. Taktiez obsahuje popis mozZnosti formativneho
hodnotenia Ziackych rieSeni neStandardnych, a teda otvorenych matematickych
problémov. Vo formativnom hodnoteni sa kladie déraz a vyznam vyuZivania rubrik,
ktoré maju formu hodnotiacej tabul'ky.

Vyskumna Cast je rozdelena do troch kapitol. Najprv je popisana metodolé-
gia vyskumu, teda podrobny proces tvorby hodnotiaceho nastroja pre rieSenie
otvorenych matematickych problémov. U¢astnikmi vyskumu boli Ziaci, ktori sa
zapojili do timovej sutaze Matematicky B-den, pricom ich pisomné rieSenia boli
analyzované z piatich ro¢nikov stutaze. Nasleduje ukazka aplikacie vytvorenych
rubrik v praxi, pri hodnoten{ otvorenych matematickych problémov a to opat na
rieSeniach ziakov sutaze Matematicky B-der, ale aj na rieSeniach vybranych tloh
Matematickej olympiady Studentmi ucitel'stva pre primarne vzdelavanie. Zistenia
vyskumu sd nasledne diskutované s dostupnou literatdrou.



1/
OTVORENE MATEMATICKE PROBLEMY
A OBJAVNE VYUCOVANIE V MATEMATIKE

Do popredia sa stale viac dostava objavné vyucovanie, kde Ziaci dostavaju priestor
rieSit matematické problémy s otvorenou moZnostou stratégie a upevnit si tak viac
vlastné matematické vedomosti a zru¢nosti. Objavné vyucovanie predstavuje velmi
frekventovanu tému roéznych sucasnych vyskumov a diskusii, a to nielen v ramci
teodrie vyuCovania matematiky.

Aj ked’ sa v poslednych rokoch vo vychovno-vzdelavacom procese upusta od
Standardného memorovania novych vedomosti, jednym z problémov vo vyucovani
matematiky je pohl'ad na matematiku ako na skupinu nepochopitel'nych a izolova-
nych faktickych vedomosti, ktoré je potrebné si pamatat len pri pisomnych testoch
(Bergqvist & Lithner, 2005). Dnes sa vSak od rutinného opakovania zauZzivanych
algoritmov a postupov vypoctov pomaly upusta. Je pravda, Ze skuto¢nost, Ze su
Ziaci tradi¢nym vyucovanim, cielene vedeni k uchopeniu konkrétnych algoritmov
pririeSeni Standardnych matematickych uloh, predovsetkym viacnasobnym opa-
kovanim algoritmov, moze ziakom, v rieSitel'skom procese, poskytnut istd formu
stability. AvSak je potrebné si uvedomit, Ze Ziaci st tym ochudobneni o moZnost
o probléme premyslat, analyzovat a diskutovat moznosti roznych riesitel'skych
stratégii, odlisnych foriem rieSenia a dokonca i prehlbovania inych zru¢nosti
potrebnych pre rieSenie matematickych problémov (Krejcova, 2013). UdrZovanie
tradi¢ného vyucovania matematiky ma za pricinu, Ze Ziaci ostavaju pasivni a za-
visli na ucitel'ovi a jeho pokynoch (Kocak, et al., 2009) a spoliehaji na netvorivé,
respektive naucené postupy, ktoré mozno oznacit pojmom matematicky povrchné
stratégie (Bergqvist & Lithner, 2005; Havlickova, 2020).

Vseobecne vo vyucovani matematiky plati, Ze matematicka dloha predstavuje
¢innost, pririeSeni ktorej ziak aplikuje skor naucené stratégie. Slovna iloha méze
byt definovana ako slovny popis urcitej situacie ukonceny otazkou, na ktoru



mozno zodpovedat cez prepojenie zadanych tidajov aplikaciou matematickych
operacif (Verschaffel et. al, 2000). Uloha sa stava problémom, ak rie$itel nespozna
rieSitel'sku stratégiu okamzite, ale musi hladat' nové cesty a stratégie k rieSeniu
daného problému (problem solving). Ziakovi nie je zadanim tlohy naznacené, aby
pouzil nejaky konkrétny proceduralny alebo algoritmicky nastroj na jej rieSenie.
Problém tak predstavuje vyzvu pre budovanie nového nastroja na zaklade vlast-
nych vedomosti a skiisenosti (Powel et al., 2009). Navyse, to isté zadanie moze
byt pouzité ako problém, tloha, ¢i cvic¢enie. Zalezi na vyucujicom, aby zhodnotil
formu ¢i formuloaciu zadania, vzhl'adom na vedomosti riesitel'a alebo vzhl'adom
na fazu vyucovacej hodiny, v ktorej bude uloha pouzita. Schoenfeld (1992) defi-
nuje problém ako ulohu, ktora je pre riesitel'a nova. V kazdom probléme musi byt
nie¢o nové, v opacnom pripade nie je dévod nieco hl'adat alebo rieSit. Na druhej
strane vS§ak musi byt v zadani problému aj nie¢o zndme, aby bolo mozné rozoznat'
a identifikovat podstatu problému. Udaje, ktoré st zadané st prepojené s tym, ¢o
sa ma hl'adat, v zadani vyjadrenou, uréenou podmienkou (Pélya & Conway, 1957).
Henderson & Pingry (1953) stanovili tri zakladné charakteristiky, aby dana
situacia bola pre Ziaka skuto¢ne problémova:
1. Existuje jasne definovany ciel, ktory by sa mal Ziak pokusit dosiahnut.
2. Cestakcieluje blokovang, pricom doposial' nadobudnuté vedomosti, zru¢nosti
a navyky ziaka nepostacujd na jej uvolnenie.
3. Ziaksiuvedomi problém (pomenuje ,blok*), definuje ho, najde mozné hypotézy
(rieSenia) a overi moZnost ich vyuzitia.

Inymi slovami, ziak by mal chciet dand dlohu riesit (bod 1), nemal by byt schopny
ju vyrieSit priamo prostrednictvom uZ znamych postupov (bod 2) a mal by sa
dostat k vhodnému navrhu rieSenia (bod 3).

Formulovanie tloh a problémov v jednotlivych tematickych celkoch matematiky
je vo vyucCovani matematiky stale aktualnou témou a venuju sa jej mnohé sicasné
Studie. Existuje mnoho interpretacii rozdielu medzi tilohou a problémom a teda aj
niekol'’ko nahl'adov na ich kategorizaciu.

Lock (1990) uvadza takuto kategorizaciu problémov s ohl'adom miery interakcie
ucitel'a prostrednictvom pravouhlej siradnicovej sistavy (obrazok 1.1). Horizon-
talna os diagramu znazornuje mieru riadenia rieSenia problému ucitelom, oproti
tomu, do akej miery je rieSenie problému ponechané na kontrole ziakom samotnym.

Vertikalna os diagramu vymedzuje mieru otvorenosti problému od problémov
s uzatvorenou cestou a uzatvorenym cielom po problémy s otvorenym zadanim.



Obrazok 1.1: Diagram klasifikdcie problémov na pravuhlej osovej stiradnici

Otvoreny problém
A

an v
Ucitel \J > Ziak

Zatvoreny problém

Lock (1990)

Vuvedenom diagrame mozno Specifikovat Sest oznacenych pozicii (A-F) v zavislosti
od povahy problému. Najskor si popiSeme jednotlivé kvadranty oznacené poziciami
A, C, D, E.Zakladna uroven rutinnych problémov, ktorych cielom je upevnenie uciva
alebo urcitého algoritmu, je oznacend poziciou A. Tieto problémy majui uzatvoreny
charakter a ich rieSitel'sky postup je riadeny ucitelom. Naproti tomu, pozicia C
predstavuje otvorené problémy, ktoré si zamerané priamo na vol'bu stratégie rie-
Senia ziakmi, teda problémy s otvorenym cielom. Pozicia C predstavuje problémy,
na ktorych rieSeni Ziak pracuje samostatne bez interakcie ucitela a s otvorenou
moznostou vol'by stratégie rieSenia. Na druhej strane, aj problémy s uzatvorenym
koncom mo6zu byt orientované na ziaka bez ucitelovej participacie. Jedna sa o prob-
lémy oznacenych poziciou D, ktoré si zamerané napriklad na overenie platnosti
vysledku alebo zaveru. Ucitel pritom moZe ziakom povedat navrh stratégii pre
rieSenie problému. Dalej, uéitel' pri problémoch, ktoré reprezentujt poziciu E,
nechava ziakom priestor pre premyslanie o vyuZiti roznych stratégii. Na druhej
strane vSak zasahuje do ich rieSenia so zamerom, aby Ziaci v ramci svojho rieSenia



dospeli k spravnemu matematickému vysledku. Ostavaju eSte dve Specialne pozicie,
ktoré nie st lokalizované v kvadrantoch diagramu. Pozicia B predstavuje Specialny
pristup v rieSeni problémov na hodinach matematiky. V diagrame sa tato pozicia
nachadza v priese¢niku osi. Uc¢itel Ziakom problém predstavi a, pripadne, uvedie
situaciu problému ako otvoreného problému, avSak dalej zasahuje do ¢innosti Zia-
kov prostrednictvom otazok, ktorymi Ziakov navaddza k poZadovanym, respektive
ocakavanym, stratégiam rieSenia zadaného problému. Inak povedané, na zaklade
pozorovania a interakcie ucitel’a, prostrednictvom vhodnych otazok, mézu ziaci
nachadzat' a interpretovat svoje vysledky, ktoré st ucitelovi od zaciatku zname.
Nakoniec, poziciou F sa vraciame spat k rutinnym problémom s uzavretym cielom,
s tym, Ze prebieha interakcia medzi ucitelom a ziakom pri Specifikacii vybranej
stratégie rieSenia problému.

Medzi otvorenymi matematickymi problémami a bezZnymi uzatvorenymi, Stan-
dardnymi, rutinnymi, dlohami mézeme pozorovat viacero odliSnosti: ¢i sa jedna
o formulaciou problému alebo o poZadovanu interpretaciu rieSenia od rieSitel'ov.
UZ zadanie samotné mdZe indikovat mieru otvorenosti problému. Svojou podsta-
tou sa viac priblizuju k realnej situacii, prostrednictvom ktorej je riesitel vyzvany
k tvoreniu odpovede (Novotn4, 2010). Urovne popisujice prechod k matematickému
problému moZno rozliSit nasledovne: problémy s uzavretou cestou a uzavretym
cielom (nazyvané aj ako rutinn é), problémy s otvorenou cestou a uzavretym cielom
(oznacCované vo vSeobecnosti ako nerutinné), problémy s otvorenou cestou a otvo-
renym cielom a problémy s otvorenym zadanim, otvorenou cestou a otvorenym
cielom (Ceretkova et al. 2017).
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Obrazok 1.2: Grafické zndzornenie typoldgie problémov prostrednictvom trojfdzovych
diagramov

A) PROBLEM C) SKUTOCNY PROBLEM

Pociato¢na Cielova
cesta situacia

B) RUTINNY PROBLEM (CVICENIE) D) SKUMANIE

Pociato¢na CESTA Cielova Pociato¢na Ciel'ova
cesta situacia cesta situacia

Kopka (2010)

Kopka (2010) uvadza podobné grafické rozdelenie irovne otvorenosti problémov
(obrazok 1.2). Znazornené Styri urovne ukazuju tri zlozky problému: pociato¢na
situacia - cesta - ciel'ova situacia. Farebna vyplii znamena, Ze dana zlozka je uza-
tvorena.

Rutinné problémy, podla diagramu B, pritom nie st problémy v pravom slova
zmysle, pokial sa jedna o vyuzivanie znadmych algoritmov. V tom pripade ich pri-
rovnava skor k cviceniam. V rieSeni nerutinnych problémov je stratégia rieSenia
v obsahu problému skryta (Cigler, 2018). Pritom vSeobecny problém ma podla
diagramu A tplne otvorené zadanie a skutocny problém, podl'a diagramu C, pred-
stavuju nerutinné problémy s otvorenym vyberom stratégie riesSenia.

Ked’ si to zhrnieme, zadanie otvoreného matematického problému ma mat
formu suvislého matematického textu, v ktorom Ziaci majui objavovat mate-
matické prvky, vztahy a principy. V porovnani so standardnymi dlohami, res-
pektive rutinnymi problémami, kde je vyZadovana len konkrétna vedomost
algoritmov, rieSenie problémov, ktoré su definované ako otvorené, sa odvija
od matematickych sktsenosti a vyuzitia vyssich matematickych zrucnosti
rieSitela (Zhouf, 2010).

Oproti problémom s uzatvorenym koncom, ktorych postup rieSenia i rieSenie
samotné boli urcené uz pred jeho zadanim (Lock, 1990), m6Ze byt otvoreny mate-
maticky problém tiez definovany ako problém s tvorbou odpovede (Zhouf, 2010).
V zavislosti od otvorenosti zadania, vyZaduje takato odpoved od rieSitelov neStan-
dardny pristup k rieSeniu. Finalna kvalita samotného rieSenia sa odvija nielen od



schopnosti samotnych rieSitel'ov a vyberu stratégii ich rieSenia, ako je uz uvedené
v predchadzajtcej podkapitole, ale aj od typu rieSeného matematického problému.
Proces rieSenia otvorenych matematickych problémov, a teda problémov s otvo-
renym cielom, méze mat tak aj formu matematického skimania (Zhouf, 2010;
Ceretkova, 2017).

Inak povedané: v oblasti rieSenia matematickych problémov sa ukazuje zrejma
snaha kategorizovat ulohy na zaklade roznych premennych, nasledne vyjadrit naroc-
nost problému ako funkciu identifikovanych ¢i zvolenych premennych (Kilpatrick,
1978). Dnes vSak panuje vSeobecna zhoda, Ze naro¢nost problému zavisi hlavne
na charakteristike osoby, ktora problém riesi (Chan & Clarke, 2017). Dolezité
su vedomosti rieSitel’a, jeho schopnosti (napriklad: priestorova predstavivost,
logické uvaZovanie, kombinatorické myslenie, a i.), predchadzajtice skisenosti,
ale aj motivacia. Prave motivacia je doleZitou sicastou pre ochotu a pozitivny
postoj riesitela, ziaka, Studenta, k rieSeniu problémovych situacii v matematike
(Havli¢kova, 2020). Uspesné riedenie problému zavisi aj na chapani, kedy a ako
vyuzit prislu$ni vedomost’ a na schopnosti sledovat a vyhodnocovat pouzitie
danej vedomosti v priebehu i po jej vyuziti v danom rieSeni, v demonstrovanom
rieSitel'skom postupe (Lester, 1985).

Stale viac sa kladie déraz na reprezentaciu matematiky ako I'udskej ¢innosti,
nie ako na ucenie sa hotového produktu. Ttuto myslienku, v spojitosti s vyucovanim
matematiky, presadzoval Hans Freudenthal (1905-1990). Bol zdstancom implemen-
tacie tzv. opdtovného objavovania do matematického vzdelavania, ¢o pre Ziakov
predstavovalo hl'adanie moZnosti a stratégii pre rieSenie problémov. Prostred-
nictvom vyucovania matematiky, ako organizovanej aktivity, prostrednictvom
matematizacie realnych objektov, spojil Freudenthal do jednej koncepcie ,rydzu”
a aplikovanui matematiku. Prave pri vyuzivani realneho obsahu v matematike je
potrebné spravne usporiadanie starych aj novych vedomosti, vysledkov alebo
myslienok do SirSieho kontextu, pre hlbsie pochopenie matematickej podstaty
(Gravemeijer & Terwel, 2000).

Hans Freudenthal p&sobil na InStitite pre rozvoj matematického vzdelavania na
univerzite v Utrechte (Institute for the Development of Mathematical Education), ktory
bol nasledne na jeho pocest premenovany na Freudenthalov institat (Freudenthal
Institute). Si¢asné zameranie institutu nadalej pokracuje v rozvoji metod efek-
tivneho vyucovania, konkrétne pre podporu budovanie vedeckej a matematicke;j
gramotnosti ako délezitého zdkladu vzdelaného obcana. Vyskumné ciele Freu-
denthalovho institatu st vo vS§eobecnosti formulované taktiez v stilade s definiciou
kompetencii potrebnych pre spolo¢nost v 21. storoci, a to nasledovne (Universi-
teit Utrecht: www.uu.nl): skimat potreby l'udi z réznych prostredi v spolo¢nosti
z hl'adiska matematickej a vedeckej gramotnosti, navrhovat formalne a neformalne



situacie v oblasti vychovno-vzdelavacieho procesu orientované na vyuzivanie
prostriedkov IKT a pre podporu ucitelov a Studentov pri budovani vedeckej a ma-
tematickej gramotnosti. Hlavnou doménou vyskumu Freudenthalovho institutu je
Specificka tedria vyucby pomenovana realistické vyucovanie matematiky (Realistic
Mathematics Education - RME). UZ podl'a ndzvu mozno predpokladat, Ze koncepcia
RME vyuZivarealistické situacie pre formulovanie matematickych problémov, teda
situacie, ktoré su si ziaci schopni predstavit. Prave rieSenie problému s realistickym
kontextom poskytuje Zziakom moznost aplikovat ziskané matematické znalosti,
a poskytuje priestor pre vyvoj vlastnych matematickych konceptov a nastrojov
u ziakov (Van den Heuvel-Panhuizen & Drijvers, 2020).

Objavné vyucovanie alebo badatel'sky orientované vyucovanie (Inquiry Based
Learning - IBL) je jednou z najcastejSie implementovanych aktivizujicich metéd
vyucovania, ktora je orientovana na ¢innost ziakov (Hakkinen, 2017). Svojou
podstatou vychadza z viacerych pristupov. Zaradenie objavovania a badania, ako
sucasti prace vedcov, do vyucovania je v sulade s konStruktivistickym pristupom
k vyucovaniu. KonStruktivistické teérie vychadzaju z predpokladu, Ze vedomost’
je neprenosnd, zapamdatanie nemusi znamenat aj vedomost a poznatok je aktivne
konStruovany pocas procesu ucenia v mysli u¢iaceho sa. Poznavaci proces prebieha
dlhodobo a je ovplyvneny predchadzajicou skisenostou Ziaka, ¢i uz zo Skolského
alebo mimoskolského prostredia, pricom je silne ovplyvneny jeho socialnym pro-
stredim (Jancarik, 2013). Zaklad teda predstavuje konstruktivizmus, ale objavné
vyucovanie ¢erpd aj z problémového vyucovania, tedrie didaktickych situdcii,
realistického vyu¢ovania matematiky (Jane¢kova & Ceretkova, 2015). Ustrednym,
kInicovym, pojmom je objavovanie, ktoré mozno charakterizovat pomocou dalsich
aktivnych slovies: klast otazky, skusat, skimat, uvazovat, identifikovat problémy
a hladat rieSenia, a kriticky hodnotit problém (Jaworski, 2006), systematicky
pozorovat, hl'adat informacie a vhodné zdroje, porovnavat vysledky, vyuzivat
logické myslenie, pouzivat rozne nastroje zberu dat a ich spracovania (National
Reasearch Council, 2000).

Aj napriek rozdielnym pristupom v definovani objavovania a objavného vyu-
Covania je mozné identifikovat niekol'’ko zdsadnych ¢ft, ktoré zdérazinuji takmer
vSetci autori. Medzi tie najdoleZitejSie patri aktivita Ziakov. Objavné vyucovanie
je spOsob vyucovania orientovany na Ziaka, a teda prave ziaci by mali zohravat’
aktivnejSiu rolu, v porovnani s tym, ako to je v tradi¢nom, transmisivnom, spdsobe
vyucovania. V objavnom vyucovani je od Ziakov vyzadovany aktivny pristup k u¢eniu
a objavovaniu. Ziaci musia zapajat’ svoje predo$lé poznatky a skiisenosti a tvorivo
pristupovat k rieSeniu tloh. Pri popisovani predmetov, objektov a procesov, kladeni
otazok, tvorbe a hodnoteni vysvetleni, porovnani vysledkov s aktudlnymi vedeckymi
poznatkami a s tym spojenej diskusii, si Ziaci rozvijaju schopnosti: pozorovanie,



zbieranie a analyza informdcii so zamerom predpovedania a formulacie zaverov
(Doorman, etal. 2016; Jane¢kova & Ceretkova, 2015; Lednicky, 2015; PRIMAS 2013).

Implementacia objavného vyucovania do vychovno-vzdelavacieho procesu pre
prirodovedné predmety, ako aj do vyucovania matematiky, bolo cielom medzina-
rodného projektu PRIMAS (Promoting Inquiry in Mathematics and Science Education
across Europe) v ramci 7. ramcového programu Eurépskej tinie. Vzajomna spolupraca
dvanastich krajin priniesla navrhnuté postupy a u¢ebné materialy s vyuzitim prin-
cipov objavného vyucovania pre zefektivnenie vychovno-vzdeldvacieho procesu,
(Janeckova & Ceretkové, 2015; PRIMAS, 2013; www.primas.ukf.sk). Prave zaradenim
objavovania do vyuCovania matematiky ziskavaju Ziaci prilezitost ucit sa na zaklade
svojich vlastnych schopnosti a rozvijat svoje matematické myslenie (Nohda, 2000).

V uZSom zmysle slova je ,objavné vyucovanie matematiky (IBME) ... paradigma
vyucovania matematiky a prirodovednych predmetov zamerana na ziakov, v ramci
ktorej su Ziaci vyzyvani, aby pracovali podobnym sp6sobom ako matematici a vedci.
To znamena, Ze musia pozorovat javy, klast otazky, hl'adat matematické a vedecké
sposoby, ako odpovedat na tieto otazky (napriklad vykonavat experimenty, syste-
maticky kontrolovat premenné, kreslit diagramy, pocitat, hladat vzory a vztahy
arobit dohady a zovSeobecnenia), interpretovat a hodnotit svoje rieSenia a efek-
tivne komunikovat a diskutovat’ o svojich rieSeniach®.! (Dorier & Maass, 2014).

Vymenované principy spolu s charakteristikou objavného vyucovania ukazuja
na skutocCnost, Ze matematické problémy zamerané na objavovanie maju ponukat’
vol'bu z réznych stratégii rieSenia, vytvarat u Ziakov nové skisenosti, spajat ich
s readlnym, realistickym, kontextom, naviest Ziakov k vlastnému skiimaniu v ma-
tematike a zaznamenat vSetky zistenia do komplexného a suvislého riesenia,
do pisomnej spravy o rieSeni a zistenych, vypocitanych, vysledkoch. Jaworski
(2006) spaja pojem objavovania s perspektivou vo vzdelavani v matematike,
ktora sa zaobera poznavanim z hladiska aktivneho budovania poznatkov z ma-
tematiky. Objavné vyucovanie v sebe zahfiia rézne prostriedky pre aktivizaciu
Ziaka na vyucovani matematiky, napriklad pouZivanie neStruktdrovanych tloh,
skupinové vyucovanie, kladenie otazok, vyber roznych stratégii rieSenia a pod.
(Janectkova & Ceretkova, 2015).

1 Inquiry-based mathematics education (IBME) refers to a student-centered paradigm of
teaching mathematics and science, in which students are invited to work in ways similar to
how mathematicians and scientists work. This means they have to observe phenomena, ask
questions, look for mathematical and scientific ways of how to answer these questions (like
carrying out experiments, systematically controlling variables, drawing diagrams, calculating,
looking for patterns and relationships, and making conjectures and generalizations), interpret
and evaluate their solutions, and communicate and discuss their solutions effectively.



Okrem vyberu stratégii rieSenia problémov pontka objavné vyucovanie moz-
nost rozvijat napriklad aj matematické skiimanie. Matematické skiimanie, ako
proces, moZe byt chapany ako forma vybranej heuristickej metédy, ako stratégia
rieSenia alebo ako sucast matematického skiimania ako aktivity (Yeo & Yeap, 2010).
Matematické skimanie predstavuje proces Struktiurovania aktivit v konkrétnych
kontextoch: prehlbovanie vedomosti matematiky, samostatnost v matematickom
mysleni, analyza informacii pre vyber vhodnych dat a udajov, pouzivanie roz-
nych pristupov a zhodnotenie rozmanitosti a poctu rieSeni zadaného problému
(Frobisher & Frobisher, 2015b). Podobne moZno charakterizovat procesy pocas
vzajomnej spoluprace, pri vymene nazorov a pocas rieSenia konfliktov, ktoré,
prirodzene, vyplyvaji pocas proces rieSenia problému s otvorenym koncom.
Ziaci potrebujti planovat, pozorovat a zhodnocovat vlastné napredovanie, nielen
v samostatnej praci, ale aj prostrednictvom timovej spoluprace (Hakkinen, 2017).
Principy metodolégie tvorivého pristupu pri rieSeni problémov popisuji heuris-
tické principy. Vo vyucovani matematiky sa povaZuje za zakladatela tzv. vedeckej
heuristiky uz predtym spominany G. Pélya (Sedivy et al., 2013).

Z uvedenych charakteristik objavného vyucovania sa ukazuje, Ze prave problémy
s otvorenym charakterom predstavuju prostriedok pre implementaciu objavného
vyucovania do hodin matematiky. Samotny proces rieSenia otvoreného matema-
tického problému pozostava zo Styroch faz, podla Pélya & Conway (1957).V prvej
faze musi ziak problému porozumiet. Nasledne moze prejst do fazy druhej, kde
musi navrhnut a formulovat’ vhodny postup a stratégie pre rieSenie. Nasleduje
aplikacia zvolenych stratégii a nakoniec zhodnotenie, teda v ramci spatnej reflexie
sa ziak, riesitel, musi uistit, Ze najdeny vysledok je vyhovujuci (Blasko, 2013;
Po6lya & Conway, 1957; Powel et al., 2009). Samotny proces rieSenia otvoreného
matematického problému pritom zacina v druhej uvedenej faze, totiz pri navr-
hovani vhodnych stratégii a pokracuje eSte v tretej faze, pri aplikacii vybranych
stratégii (Yeo & Yeap, 2010). Délezité je podotknut, Ze tilohou ucitela nie je tento
proces rieSenia riadit' a smerovat Ziakov k vysledkom, ktoré by mali dosiahnut,
vypocitat. Naopak, ucitel sa by mal snazit, aby dokazal rozumiet myslienkam
Ziakov (Nohda, 2000).

Na model podnetného a tvorivého vyu€ovania matematiky, ktory Pélya & Conway
(1957) vo svojej publikacii zostavil, nasledne nadviazali dalSie Studie v suvislosti
s plnenim cielov vyucovania matematiky na réznych stupnoch vzdelavania. Kaz-
dy zo Styroch vymenovanych krokov rieSenia problému bol hlbsie analyzovany,
poc¢nuc porozumenim problému (Chiu, 2001; Stylianou, 2001; Moseley, 2005),
pokracujuc navrhom planu riesenia a jeho realizaciou (Lesh & Harel, 2003) a po-
hl'adom spat konciac (Eizenberg & Zaslavsky, 2004; Pugalee, 2004). Proces rieSe-
nia matematického problému bol analyzovany aj ako celok (Nesher, et al., 2003;



Mamona-Downs & Downs, 2004, 2005; Swafford & Langrall, 2000; Thom & Pirie,
2002). Pélyov stvorkrokovy model sa nevyhol kritike a prepracovaniu. Na Sloven-
sku je zndmy model DITOR manzelov Zelinovcov (1990). Modely zachytavajtice
cyklicku podstatu procesu rieSenia problému mézeme najst v praci Borgersena
(1994) alebo Carlsonovej a Bloomovej (2005) (obrazok 1.3).

Obradzok 1.3: Zndzornenie cyklickej podstaty procesu rieSenia problému
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Medovd (2020a) podla Carlson a Bloom (2005, s. 54)

Zo zakladnej stvorkrokovej schémy rieSenia problému vychadzaju aj Yeo a Yeap
(2010), ktori vo svojej studii vytvorili model pre interakciu kognitivnych procesov
pocas realizacie aktivity zameranej na matematické skiimanie (obrazok 1.4).



Obrdzok 1.4: Model pre aktivitu zamerant na matematické skumanie: Interakcia kogni-
tivnych procesov
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Frobisherovci (2015a) taktiezZ rozpracovali model skiimania problémovych situacii
(obrazok 1.5) vychadzajuci z vy$sSie uvedenych Styroch stadii riesitel'ského procesu
podla Pélya & Conway (1957).

Obrazok 1.5: Model skimania problémovych situdcii
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(Frobisher & Frobisher, 2015a)

Dany model vychadza zo zakladnej charakteristiky objavného vyucovania, ako
pribliZenie ¢innosti Ziakov k praci matematikov, vedcov a vyskumnikov. Fazy rie-
Senia problémovej situacie su analogické k fAizam rieSenia otvorenych problémov:
priprava, riesenie, zapis a rozsirenie, pricom ich linearnost riesenia nevylucuje
navrat k predchadzajicim stadiam.

Matematické problémy, zamerané na objavovanie v matematike, m6Zu byt
predkladané Ziakom aj prostrednictvom mimoskolskych aktivit, napriklad, vo
forme sutazi. Situacie, ktoré sd pre Ziakov nové, predstavuju pre nich novu vyzvu,
prirodzene podnecuju Ziakov k istému riadeniu, reguldcii a deleniu strategickych
aktivit napriklad v timovej spolupraci (Hakkinen, 2017). Medzi takéto situacie
mozno zaradit aj matematické sutazZe s netradi¢cnym kontextom. Tradi¢ne kon-
cipované sitaZe pozostavaju zo zatvorenych problémov so zatvorenou cestou.
Nevyzaduju hlbsie schopnosti riesitel’a, ku ktorym patri, napriklad, formulovanie
otazok, preformulovanie problémov, vytvaranie, hodnotenie a odmietanie do-
hadov, praca s novymi a neStandardnymi ndpadmi, To vSetko su ¢innosti, ktoré
si vyzaduju dostatok ¢asu na hlbsie premyslanie a vedomé spracovanie zaverov.
Uz len samotnd priprava ziakov pre buduicu tcast v takejto matematickej sutazi
vyzaduje iny pristup k ziakom ako u¢astnikom, a m6Ze byt podporovana priamo
v priebehu vyucovania matematiky (Kenderov, 2006).

Dal$im pristupom je moZnost rie$enia komplexnych matematickych problémov
v skupinach alebo timoch. Takyto pristup sa méze odzrkadlit vlepsich vysledkoch
v Standardizovanych testoch jednotlivcov, dokonca, mézu byt identifikované lepsie
vysledky ako pri tradi¢cnom transmisivnom vyucovani (Boaler, 1998, 2002, 2015;
Bottge, 1999). Pozitivny efekt rieSenia otvorenych problémov je mozZné pozorovat,
aj potom, ako Ziaci z tried vyuZivajicich vzajomnu skupinovt spolupracu pri rieSen{
komplexnych otvorenych problémov, dosiahnu produktivny vek. Ziaci, ktori majt



skusenost s otvorenejSim pristupom k vyucovaniu matematiky, viac ocenuju jej
uzito€nost a maju k vedomostiam z matematiky lepsi vztah, ¢o pozitivne ovplyviiuje
ich akademicku uspesnost i vol'bu povolania (Boaler & Selling, 2017).






2/
MATEMATICKE KOMPETENCIE ZIAKOV,
PiSOMNY PREJAV A KREATIVITA

Stidia OECD PISA (The Programme for International Student Assessment), medzi-
narodné meranie vysledkov vzdelavania, patri medzi najkomplexnejSie medzina-
rodné studie. V ramci hodnotenia Studijnych vysledkov skima troveii Citatel'skej,
matematickej a finan¢nej gramotnosti. Meranie schopnosti Ziakov je uskuto¢tiovany
na zaklade spolocenskej objednavky orientovanej na schopnosti jednotlivca z po-
hl'adu poziadaviek trhu prace (PISA 2015, 2017). Do pozornosti sa preto dostavaju
kl'icové kompetencie, ktoré boli definované ako kompetencie 21. storocia: socidlne
kompetencie, kompetencie pre pracu s IKT, kreativne myslenie a timova spolupraca
pri rieSeni problémov (National Research Council, 2011).

Rozvoj kompetencii Ziakov je jednym z kltcovych cielov posobenia vychov-
no-vzdeldvacieho procesu. Vo vSeobecnosti, kompetencie méZeme definovat ako
subor vzajomne prepojenych vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a postojov, ktoré
Ziakom umoznuju uspesne zvladnut rozne zZivotné, osobné, pracovné alebo socialne
situacie. Kompetencie teda nepredstavuji nieco, ¢o sa vedome uci. Kompetencie sa
formujd na zaklade osobnej praktickej sktiisenosti, st nositelom vedomosti, ale aj
zrucnosti, postojov a inych zloziek ako celku a maju tendenciu sa neustale rozvijat
(Suchozovd, 2014). Frobisherovci (2015a) uvadzajd pat vSeobecnych kognitivnych
kompetencii, ktorymi nezavisle mysliaci Ziak disponuje: zru¢nosti v spracovavani
informacii, argumentacné zrucnosti, poznavacie zrucnosti, zru¢nosti tvorivého
myslenia a vyhodnocovanie zru¢nosti. Rovnako Boesen et al. (2018) povazuju za
zaklad pre rdmcové vymedzenie kompetencii v rieSeni matematickych problémov
nasledovné kompetencie: vyber stratégie rieSenia, zdovodinovanie, proces rieSenia,
spracovanie a prepajanie reprezentacii matematickych objektov a komunikacia.

Niss & Hgjgaard (2019) popisuju vo vSeobecnosti kI'icovl charakteristiku
kompetencii slovnym spojenim ,pripravenost konat“, ktora vyplyva z kognitivnych



predpokladov jednotlivca pre vykonavanie urcitych ¢innosti. V ramci svojej studie
Specifikuji matematickd kompetenciu ako pohotovu pripravenost spravne konat
areagovat nal'ubovolny druh matematickej vyzvy v danej situacii. Situacia pritom
nemusi byt nutne matematicka, ale daju sa na nej vytvarat zadania pre matema-
tické ulohy alebo matematické problémy. Matematické myslenie zahfia ,procesy,
stratégie a zruc¢nosti, ktoré sa snaZia najst zmysel skutocného a matematického
sveta s vyuzitim myslienok a jazyka matematiky.“ (Frobisher & Frobisher, 2015a,
s. 12). Matematicka kompetencia pozostava zo schopnosti a ochoty pouzivat ma-
tematické sp6soby myslenia, ktoré sa prejavuju v uplatiiovani logického a priesto-
rového myslenia a prezentacie matematickych vedomosti v nich, zviditel'fiuju sa
prostrednictvom vzorcov, modelov, diagramov, grafov a tabuliek (Blasko, 2010). Na
matematické kompetencie moZno nazerat v dvoch rovinach podla Niss & Hgjgaard
(2019). Schopnost porozumiet, posudit, vytvarat a pouzivat matematiku aj v nema-
tematickych situaciach (mathematical competence). Tt rovinu nasledne dopliiaji
faktické vedomosti a ista slovna zasoba, teda rozpoznatel'né a zretel'né polozky
(mathematical competency), ktoré si nevyhnutnymi predpokladmi prvej roviny.
Kos¢ (1972) rozliSuje Styri irovne matematickych schopnosti. Na prvej arovni
su ziaci schopni vidiet a ndsledne odhal'ovat vztahy a hl'adat sposoby ako ich na-
vzajom spajat a vyvodzovat zavery. Na d'alSej drovni matematickych schopnosti
ziaci vedia z vyvodenych vztahov vyclenit podstatné a nové skutocnosti. Na tretej
urovni je definovana schopnost manipulovat' s matematickymi symbolmi a nara-
bat’ s abstraktnymi prvkami. Stvrta irovei obsahuje analyzu zadania problému,
triedenie dat podla relevantnosti a vol'bu stratégie pre rieSenie problému.
Prejav matematickych kompetencii mozno pozorovat prostrednictvom komuni-
kéce ako ,,schopnost vyjadrit r6znymi sposobmi matematicky obsah a to slovne aj
pisomnou formou, pochopenie inych pisomnych vystupov a slovnych vyrokov, ktoré
maji matematicky obsah“ (Sedivy et al., 2013, s. 10). Danymi charakteristikami
disponuje v istej miere kazdy jednotlivec a ich rozvijanie silno stvisi s rozvijanim
matematickej gramotnosti. Luka¢ & Sekerak (2001) v ramci matematickych kom-
petencii vymedzili dvanast kategorii, ktoré by mal Ziak nadobudnut a rozvijat:
e matematické myslenie a usudzovanie,
e pojmy, fakty, tvrdenia a postupy v matematike,
e vyuzitie symbolickych, formalnych a technickych vyjadreni a operacii,
e znazornenie a popisanie matematickych objektov a situacii,
e poloZenie otazky, na zaklade ktorej nasleduje vymedzenie problému a jeho
rieSenie,
¢ matematické modelovanie,
e matematicka argumentdacia a dokazovanie,
e pouzivanie pomocok,



e komunikacia,

e pracas informaciami,

e kompetencie tykajlice sa postojov a hodnotového systému,
e personalne a interpersonalne kompetencie.

Dany kompeten¢ny model vznikol na zadklade $tudia viacerych vyskumov a neskor-

Sej aplikacie vysledkov do vychovno-vzdelavacieho procesu, do vyucovacih hodin

matematiky. Existuje viacero ndhl'adov pre definovanie a rozdelenie matematickych

kompetencii (Niss, 2003; Sedivy et al., 2013; Turner, 2010). Napriklad Turner (2010)

ponuka rozdelenie matematickych kompetencii, na zaklade definovania stiboru

individualnych charakteristik nasledovne:

¢ komunikdcia (¢itanie, deSifrovanie, interpretacia tvrdeni, ako aj schopnost
vysvetlit, prezentovat a argumentovat’),

e matematizacia (pretvorenie realneho problému do problému matematického,
¢o znamena interpretaciu matematickych objektov a vedomosti),

e reprezentacia (vypracovanie alebo vyuZivanie opisov matematickych objektov
alebo vztahov, rovnic, vzorcov, grafov, tabuliek, diagramov),

e zdovodiovanie a argumentacia (logicky zakorenené myslienkové procesy, ktoré
skiimaju a spdjaju jednotlivé prvky problému, aby bolo mozné vyvodit z nich
zavery),

e strategické myslenie (vyber a naslednd implementéacia matematickych stratégii
vhodnych pre vyrieSenie problému),

e vyuzivanie symboliky, formalneho a technického jazyka a operacii (porozume-
nie a vyuzivanie symbolickych vyjadreni, pouzitie konstruktov zalozenych na
definiciach, a pravidlach formalnych Struktar).

Niss & Hgjdaard (2019) zostavili model matematickych kompetencii, ktory ma
pokryvat celd matematicku ¢innost v dvoch kategériach: schopnost efektivne sa
zapdjat do kladenia otazok a zodpovedanie tychto otdzok a schopnost osvojenia si
matematického jazyka, konstruktov a nastrojov. V oboch tychto rovinach sa stre-
tavaji navzajom nedisjunktné zlozky matematickych kompetencii (obrazok 2.1).
V prvej katego6rii sa jednd o kompetenciu matematického myslenia (zapajanie sa
do objavovania v matematike), kompetencia rieSenia matematickych problémov
(predkladanie a rieSenie matematickych problémov), kompetencia vytvarat ma-
tematicky model (analyzovanie a konstruovanie modelov mimo matematickych
kontextov a situacii) a kompetencia matematického zdévodnovania (posudzovanie
azdoévodnenie matematickych tvrdeni). V druhej kategdrii su tiez Styri zlozZky ma-
tematickych kompetencii a to: kompetencia matematickych reprezentacii (interpre-
tacia reprezentacii r6znych matematickych objektov), kompetencia matematickej



symboliky a formalizmu (a narabanie s nimi), kompetencia matematickej komuni-
kacie (komunikacia v matematike a o matematike s inymi l'ud'mi) a kompetencia

prace s nastrojmi a pomdckami zaoberat sa matematickym jazykom a nastrojmi.

Obrazok 2.1: Diagram matematickych kompetencii pokryvajiici matematicki cinnost
v rieSeni problémov

Pytanie sa a odpovedanie na matematické otazky
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(Niss & Hgjdaard, 2019)
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Vsetky spominané kategorizacie maju snahu stale zrozumitelnejsie a presnejsie
zadefinovat, popisat alebo vyjadrit, co matematicka kompetencia znamena v zmys-
le matematicky premyslat’ a pracovat. To, ¢o maju spolo¢né je, Ze sa odvijaju od
zakladnych pojmov tedrie vyucovania matematiky (Boesen, et al., 2018). Matema-
tické kompetencie, ako vS§eobecné matematické vedomosti, schopnosti a zruc¢nosti,
predstavuji teda hlavné aspekty, ktoré buduji matematickt gramotnost’ (Sedivy

etal., 2013).



Prejavené matematické kompetencie sa odrazaji od vyvoja a spdsobu mate-
matického myslenia. Charakter otvorenych matematickych problémov poskytuje
prilezitost aj pre ich pozorovanie a odhalovanie analyzou formulacie pisomného
rieSenia problému. Tym sa otvara otazka rozvijania pisomného prejavu ziakov
v matematike. Na hodindch matematiky by mal ucitel podporovat u ziakov analyzu
a spracovanie informadcii, sistredenie sa na zodpovedanie na zadané otazky, na
hl'adanie stuvislosti a objavovanie vlastnosti objektov, o ktorych problém hovori
apodobne. Samozrejme, to, k akym rieSeniam sa Ziaci dopracuju, zavisi od invencie
ziakov, od ich okamzitého vedomostného a intelektualneho nastavenia a samozrejme
i od motivacie. Pugalee (2005) uvadza, Ze pisanie matematickych postupov a rieSeni
podporuje matematické uvazovanie, ozrejmuje rieSenie problémov a pomaha zia-
kom osvojit si aj zru¢nosti efektivnej komunikacie a argumentdacie v matematike.

Podl'a Russeka (1998) je rieSenie otvoreného problému vo forme pisomnej spravy,
prave pri matematickom skiimani, nevyhnutna. Pri hlbSom uvazovani o probléme
moZe viest aj klepSiemu porozumeniu problémovej situacie (Fisher & Malle, 1985).
Z pohladu ziakov predstavuje proces riesenia niekol'’ko krokov, napriklad: analy-
zovanie zadania matematického problému, navrh a odévodnenie vyberu stratégii
rieSenia, popis myslienkového procesu a opis vlastnych zaverov. Interpretacia
vysledkov vyZaduje origindlne prepojenie viacerych matematickych vedomosti
a myslienkovych postupov do suvislého textu. Hovorime o vytvarani pisomnej
spravy, respektive pisomného reportu, ako pisomného Ziackeho rieSenia otvore-
nych matematickych problémov. Pisomnu spravu moZzno definovat ako komplexny
a detailny sumar vysledku, ku ktorému sa Ziaci vo svojom riesitel'skom procese
dopracovali. Jednotlivy popis krokov rieSenia je doplneny o origindlne tabul'ky,
grafy, idaje, a najma o ich analyzu a spravnu interpretaciu (Russek, 1998).

Pisomny prejav ziaka je dolezitym vystupom v mnohych vyucovacich predme-
toch. Pisanie, ako také, je schopnost efektivne vytvarat suvisly text pre rozne ticely
a ciel'ové skupiny. V rdmci vyucovania matematiky predstavuje pisomny prejav
viac ako moZnost zaznamendavania informacii. Pisomny prejav moZe byt vyuzity,
napriklad, ako sposob alebo nastroj pre podporu ucenia sa ziakov (Urquhart, 2009).
Pisomny prejav v matematike ma na rozdiel od v§eobecného ponimania pisania jeden
vynimoc¢ny prvok: vzorce a rovnice. Svojim sposobom sa vSak aj vzorce a rovnice
riadia Standardnymi gramatickymi pravidlami, napriklad operacie plnia funkciu
slovies (Lee, 2010). Z vymedzenia pisomného prejavu u réznych autorov vyplyva
potreba definovania zadkladnych zloZiek pisomného prejavu. Jednotlivé zlozky su
objektom hodnotenia pisomného prejavuy, respektive, je mozné definovat zlozky,
na zaklade ktorych mozno rézne pisomné vystupy porovnavat.

Howison (n.d.) vymedzuje pat kvalit pisomného prejavu v matematike: matema-
ticky obsah, nazorné dodatky, hibka skiimania, matematické myslenie a organizacia



dat. Na zaklade nich mozno identifikovat iroven schopnosti Ziakov, ale na druhej
strane i nedostatkov. Matematicky obsah, ako jedna zo zloZiek kvality pisomného
prejavu, odzrkadl'uje droven porozumenia pojmom a vlastnostiam tykajutcich sa
rieSeného matematického problému. Uz vysSie spominané vyuzitie obrazkov, grafov,
tabuliek a pod., poukazuje na droveii vyuzitych nazornych dodatkov. Délezita je
pritom miera ich ndzornosti, ale aj relevancia ich obsahu a pouzitia. Hibka skiimania
ukazuje na urovenielen n kone¢nych zaverov, na ich vzajomne prepojenie, ale aj na
prepojenie s matematickym kontextom. Vel'mi déleZitou kvalitou pre pozorovanie
drovne pisomného prejavu je matematické myslenie, v ktorom sa odraza vyber
rieSitel'skych stratégii. Organizacia dat predstavuje droven $tylu pisania, formy
celkového textu a suvislosti textu. Takto formulované zlozky kvality popisuju
pozorovatel'né aspekty zrucnosti, pre ktoré je mozné hodnotit vykon Ziaka, alebo
skupiny Ziakov, v pisomnom prejave rieSenia matematického problému.

Iny pohl'ad hodnotenia pisomného prejavu v rieSeni matematickych problémov
spociva v Cleneni Struktdry napisaného textu. Jodi a Antoniou (www.jodidurgin.
com) vytvoril navrh popisu réznych trovni, ktoré sa odvijaji od otazky vyjadru-
jucej poZzadovany vykon.

1. Uvod: AKk4 je moja tiloha? Aké vysledky a zaver mozem oéakavat'?
Urovne vykonu v ivodnej ¢asti pisomnej spravy st uréené na zaklade predpo-
kladov a informacii, ktoré su pre vyriesenie problému pouzitel'né. Na najnizsej
urovni sa v uvode pisomnej spravy nenachadzaji pouzitel'né informécie, ktoré
vedu k vyrieSeniu problému. Na najvyssej arovni rieSitelia uvadzaju predpo-
klady, ktoré vedu k budicemu vyskumu.

2. Postup rieSenia: Aké kroky mam spravit pre vyrieSenie problému?
Pisomna sprava na najnizsej drovni neobsahuje popis jednotlivych krokov
ainformdcie st rozhadzané. Naopak, na Stvrtej urovni pisomna sprava odraza
podrobné a zrozumitel'né vysvetlenie postupu rieSenia.

3. Vyuzitie matematického myslenia: Aké matematické stratégie mam vyuzit
tak, aby som postupoval ako matematik?

Matematické myslenie je hodnotené na zaklade poctu vyuzitych matematickych

stratégii. Vyuzitim najviac dvoch matematickych stratégii sa rieSitel' zarad'uje

do prvej urovne zvladnutia matematického myslenia v pisomnom prejave. Na

Stvrtej urovni je vyuzitych pat a viac stratégii, aj s vysvetlenim, preco a ako

boli tieto stratégie vybrané.

4. Vysledky: Co som zistil a ako to méZem spojit s mojimi prvotnymi pred-
pokladmi?

Vyhodnotenie vysledkov nezahina iba kontrolu spravnosti najdenych zaverov,

ale aj ich porovnanie s ivodnymi predpokladmi. Pisomnd sprava, odpovedajtca

prvej rovni, nie je kompletna, pripadne obsahuje nespravne zavery. Najvyssia



Stvrta uroven sa vyznacuje nielen spravnostou zaverov, ale aj podrobnou in-
terpretaciou vyvodenych zaverov. NavySe, zavery su doplnené tabul'’kami alebo
grafmi a odpovedaju ivodnym predpokladom.

5. Zhodnotenie: Ako je mé6j vlastny vyskum spojeny s matematikou? Aké
d’alSie otazky to vo mne vyvolava?
Spatny pohlad na rieSenie je déleZitou sticastou prejavenia vys$sich schopnosti
ziakov. Pokial Ziak nepreukaze ziadne doleZité spojenie s matematikou alebo
neuvadza d’alSie moznosti skimania, potom je jeho vykon zaradeny na prvu
urovenl matematického prejavu v pisomnom rieSeni. Najvyssia tiroven sa, nao-
pak, preukazuje iplnym zhrnutim vSetkych podstatnych informacii a vysledkov
prostrednictvom komentarov a diskusie o novych predpokladoch.

Urquhart (2009) uvadza prvky tzv. vyucby pisania, ktorymi si Ziaci nielen zdoko-
nal'uju svoj pisomny prejav, ale zac¢inaju pouzivat pisanie ako nastroj na ucenie
sa. Samozrejme vystup pisomného prejavu sa za¢ina pri planovani stratégii. Pri
komponovani vysledného textu, ako riesenia, je potrebné vediet spravne formulovat
aj zlozitejSie vety, kombinovat ich a sumarizovat ich do jednotného celku. Celkovy
pisomny vystup by sa nemal odklanat od vyucbového obsahu v rdmci konkrétne
poloZenych dosiahnutel'nych ciel'ov. Pisanie je vhodnym, prirodzenym, nastrojom
pre vyucbu obsahového materialy, prostrednictvom ktorého mozu ziaci pri rieSeni
matematickych problémov navzajom spolupracovat.

Okrem pisomného prejavu, pisomnd sprava v sebe odzrkadl'uje prejav kreativ-
neho myslenia v zmysle Leikin & Pitta Pantazi (2013). Vo vSeobecnosti, kreativitu
mozno definovat ako schopnost pre vyprodukovanie originalnej, primeranej a uzi-
toCnej prace (Weisberg, 1998). Matematicka tvorivost vo vychovno-vzdeldvacom
procese je zvycajne spojena prave s rieSenim problému alebo s jeho formulaciou
(Elgrably & Leikin, 2021).

V ostatnych rokoch sa kreativite a kreativnemu mysleniu v matematike venuje
osobita pozornost, aj vzhl'adom na stanovenie uZ spominanych kompetencii defi-
novanych pre potreby vzdelania pre 21. storoc¢ie. Mnohi autori (Mann, 2006;Wein-
handl & Lavicza, 2021) vychadzaju z definicie kreativity od Torranca (1965) ktory
kreativitu definuje ako proces, ktory vychadza z osobitej citlivosti na problémy,
nedostatky, medzery vo vedomostiach, chybajice vedomosti a podobne. Rovnako
tak tento proces zahina odhalovanie tazkosti, hl'adanie rieSeni alebo formulaciu
hypotéz aich ndsledné overenie a interpretaciu. Kreativne myslenie ako schopnost’
vytvarat nieco nové kombinovanim konceptov ¢i analyz z roznych vednych odborov,
moze vyuzivat vlastné skiusenosti, pozorované alebo ziskané prostrednictvom
komunikécie (Sirajudin et al., 2021).



Kreativne myslenie v matematike otvara Ziakom alebo riesitelom otvorenych
problémov vela moZnosti ponorit sa hlbsie do matematiky, spoznavat a chapat
zakonitosti a hl'adat nové vlastnosti a suvislosti. Strouhal (2013) definuje kreativne
myslenie jedinym slovom: problematizovanie. Vytvorenie nového postupu, ktory je
funk¢ny a pouzitel'ny aj pre iné druhy problémov. St¢astou kreativneho postupu je
aj vnimanie drobnych detailov, ktorych vyskyt potvrdzuje rozvoj a zdokonal'ovanie
premyslania. Z tohto dévodu je potrebné podporovat napady a originalitu Ziakov,
ako aj posiliiovat motivaciu k vlastnému objavovaniu prostrednictvom rieSenia
otvorenych problémov.

Kreativita v matematike hra rolu vo formulovani matematickych hypotéz,
ktoré sa tykaji danej matematickej situacie. Ulohou riesitela je oslobodit sa od
Standardnych myslienkovych postupov, zvazit aj nezvycajné napady pri rieSeni,
premyslat nad pripadnymi dosledkami, zistit, ¢o je mozné doplnit pre vyrieSenie
problému a najma klast otazky (Balka, 1974). Mann (2006) uvadza roztriedenie
charakteristik podla Caltona (1959), ktorymi disponuje kreativne mysliaci rieSitel
matematického problému, v Siestich vlastnostiach:

1. Sirsie uvaZovanie o moZnych désledkoch pri zmene jednej alebo viacerych
hypotéz, ktoré vyplyvaju z problému.

2. Tendencia zovSeobecniovat konkrétne vysledky, prostrednictvom hladania
spoloc¢nych vlastnosti vo vysledku. Cielom je, napriklad, vylepsit dékaz alebo
celkovt Struktdru rieSenia.

3. Hladanie d’alSich alebo novych rieseni za G¢elom ziskania novych vedomosti.

4. Overovanie vysledného riesenia prostrednictvom hl'adania suvislosti medzi
samotnym problémom a konceptom rieSenia.

5. Intuitivne hl'adanie vhodnych zdrojov, ktorych doplnenie rozsiruje a podporuje
tvorbu vysledného riesSenia.

6. Spracovanie takych informacii a idajov, ktoré vo faze rieSenia problémov ne-
vyvolavaju Specidlnu zvedavost u inych riesitel'ov.

Bergqvist & Lithner (2005) zhrnuli kreativne myslenie do nasledujticich podmienok:
inovacia v uvazovani, flexibilita v pristupoch a v adaptacii na situaciu, vierohodnost’
v argumentdcii a najma stabilny matematicky zaklad. Vzhl'adom na to, Ze kreativita
moze byt definovana ako aktivny proces, mozno ju definovat aj prostrednictvom
¢innosti: venovat problému pozornost, spravat sa systematicky a otvorene, zaujimat
stanovisko doplnené postacujucimi dokazmi, hl'adat vyjadrenia, otazky a zdévod-
nenia, rozumiet informaciam, vyberat spolahlivé zdroje, zachovavat autenticitu,
hladat alternativy (Sirajudin, et al., 2021). Weinhandla & Lavicza (2021) popisuju
kreativny proces ako uplatiiovanie matematickych kompetencii, technologickych
kompetencii a kompetencii ziskavania informacii pri rieSeni problémov s realnym



kontextom. Kreativitu v matematike moézeme pozorovat pri roznych matematic-
kych aktivitach, ktoré mozno prirovnat k praci vedcov, matematikov (Maj, 2010;
podla Klakla 2002):

1. formulacia a overenie hypotéz,

2. prenos metdd, teda zdévodnenie alebo spOsob riesenia je preneseny na analo-
gicky alebo zovSeobecneny pripad,

kreativne prijatie, spracovanie alebo vyuzitie matematickych informacii,
vyuzitie kritického myslenia,

tvorba problémov pri prenose metdd riesenia,

prediZenie problému, respektive tvorba dal$ich problémov?,

ukotvenie problému v otvorenej situacii.

No G w

Z uvedenych skutocnosti vyplyva, Ze kreativita hra vyznamnu tlohu pri tvorbe
pisomného riesenia. Navyse, Kreativita v matematike nepredstavuje len nastroj
pre hladanie viacerych rieSeni problému, ale kreativnym myslenim nadobida
rieSitel nové postoje a nahlad na svet z viacerych stranok (Kamp, 2016). Podla
Zaka (2004) tvoria kreativitu tri zloZky: originalita v spojen{ vstupnych tidajov,
spravnost a relevantnost vyuzitia udajov ako aj, a najma3, aplikovatelnost vysledkov
a hodnota vysledkov pre d'alSie potenciondlne skimanie.

Brookhart (2013) sa vo svojej praci tiez zameriava na moznosti identifiko-
vania pozorovatelnych aspektov kreativity v matematike, konkrétne pri rieSeni
otvorenych matematickych tiloh a matematickych problémov zo SirSieho hl'adiska.
Definuje charakteristiky kreativity nasledovne: uvedomovanie si délezitosti hl-
bokych zakladnych vedomosti z matematiky a neustaly zaujem o nové poznatky,
otvorenost novym myslienkam a ich aktivne vyhladavanie, hl'adanie zdrojovych
udajov a materialov v Sirokej ponuke publikacii, médii, u inych osob, napriklad
odbornikov, ale tiez pri akejkol'vek ¢innosti; organizovanie a reorganizovanie
mysSlienok do réznych kategérif alebo kombinacii a ndsledné zhodnotenie, ¢i su
vysledky myslienkového procesu nové, zaujimavé alebo napomocné pri rieSeni
uloh a problémov a v pripade neznameho postupu schopnost vyuzivat metddu
»~pokus-omyl“ a schopnost vidiet nepriaznivé vysledky ako moZnost dalSieho
posunu k spravnemu rieSeniu.

2 podobne ako cyklickd povaha rieSenia problémov podla Carlson a Bloom, 2005 v predchadzajtcej
podkapitole, vid obrazok 1.6
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RUBRIKY AKO HODNOTIACI NASTRO]J
VO VYUCOVANI

So zavedenim otvorenych matematickych problémov pre riesSenie realistickych si-
tudacif na vyu€ovani matematiky sa tieZ otvara otdzka o forme hodnotenia Ziackych
vykonov. Profesorka Jo Boaler na Univerzite v Stanforde je vyraznym zastancom
reformy vo vyu€ovani matematiky. Reforma je zamerana na podporu motivacie
Ziakov k $tiidiu matematiky. Prostrednictvom vlastnej skiisenosti ma ambiciu po-
moct nielen ucitelom, ale aj rodicom zvladnut podporu zaujmu o matematiku u deti.
Ako spoluzakladatel’ka webovej stranky Youcubed (www.youcubed.org) pontuka
rady na planovanie spravnych krokov veducich k scenaru aktiviza¢nej vyucovacej
hodiny matematiky. Boaler (2015) zdoraznuje potrebu vyuZzivania otvorenych
problémov a ich rieSenia na hodinach matematiky ako aj prechod od znamkovania
k hodnotiacim komentarom. Hodnotiace komentare sliZia ako motivacia Zziakov
k osvojovaniu si matematickych vedomosti a teda aj k snahe zlepSovat celkové
vysledky v matematike. Hodnotiace komentare oznacuje ako tzv. konstruktivne
komentare k zZiackym rieSeniam otvorenych matematickych dloh a problémov. Vo
svojej publikacii uvadza niekol'’ko stratégif a metdd k tvorbe podobnych slovnych
hodnoteni, ktoré slizia aj pre sebahodnotenie Ziakov.

Vzhl'adom na uvedené aspekty otvorenych problémov v matematike, ako nastroja
pre implementaciu objavného vyucovania, sa od Ziakov, ako rieSitelov, poZaduje
aj neStandardny pristup. Je potrebné, aby ziak, povedzme, prekrocil hranicu zau-
zivanych postupov a zndmych algoritmov a pri rieSeni problému otvoril prechod
inovativnym a originalnym myslienkam. Je zrejmé, Ze nie je mozné dopredu pred-
pokladat postup, ktory si ziaci pri rieSeni zvolia (Boaler, 1998). S implementaciou
objavného vyucovania do hodin matematiky na skolach suvisi aj otazka hodnote-
nia prace zZiakov, ale na druhej strane moznost hlbsej analyzy tirovne vedomosti,
schopnosti, kompetencii i matematickej gramotnosti u Ziakov.



V snahe lepSie porozumiet myslienkovému postupu Ziakov sa najcastejSie
stretdvame s tym, Ze Ziak je ucitelom vyzvany pri rieSeni opisovat jednotlivé
kroky postupu riesenia svojimi slovami, a to aj pri rieSeni rutinného, standard-
ného problému. Ucitel totiZ potrebuje mat prehlad nielen o tom, ¢i ziak vie ilohu
vypocitat, ale aj ¢i postupu riesenia rozumie. Uvedena forma verbalneho opisu
postupu je vSak z hl'adiska dlhodobého pozorovania tirovne kompetencii Ziakov
neefektivna a v praxi vac¢sinou slizi najma na overenie ovladania konkrétneho
algoritmu. Rovnako tak spatna védzba, formulovana ucitelom, v tomto pripade,
je namierend na usmernovanie ziackych krokov pri rieSeni alebo je zamerana na
potvrdenie spravnosti rieSenia.

Pri otvorenych matematickych problémoch je to inak. Neo¢akava sa vyuzitie
konkrétnych algoritmov v rieSeni. Ako uz bolo predtym povedané, od Ziakov sa
vyzaduje otvorenost a tvorivy pristup. Teda vystupom Ziackeho rieSenia nema
byt len fakt, Ze Ziaci predloZia rieSenie problému, kde ocakavaja spatnu vazbu
o spravnosti ich rieSenia. Samozrejme nevyplyva z toho, Ze spravnost rieSenia
nie je dolezita. Rovnako dolezité je tiez pozerat sa na cestu, ktoru si Ziaci pri rie-
Seni zvolili, teda na stratégie a prostriedky ako aj na formulaciu rieSenia. Navyse,
otvorené problémy otvaraju priestor pre viacero spravnych rieseni. Prave z tohto
dovodu vyplyva otazka, akym spésobom, respektive akym nastrojom, moZe uci-
tel hodnotit pisomné Ziacke rieSenia otvorenych matematickych problémov vo
forme vyssie spominanej pisomnej spravy. Na systematicky sposob hodnotenia,
prostrednictvom rubrik pre slovné hodnotenie, z hl'adiska motivacie Ziakov pre
dosiahnutie vyssich vykonov, sa v sicasnosti zameriava niekol'’ko autorov.

Ako adekvatny nastroj sa pre tento ucel ukazuje forma hodnotiacej tabul'ky,
ktora popisuje vykon Ziakov pre viacero urovni. Jedna sa o sposob formativneho
hodnotenia, kedy vykon Ziakov nie je ohodnoteny prostrednictvom kvantitativneho
prvku (znamka na stupnici alebo percentualne ohodnotenie), ale slovnym popisom
oCakavanych kompetencii Ziakov. Tieto druhy hodnotiacich tabuliek mézu byt
spolo¢ne oznacené pod nazvom rubrika (tabul'ka 3.1).

Tabul'ka 3.1: VSeobecnd ukdzka rubrik pre hodnotenie

Nazov urcujuci predmet hodnotenia - atribiit hodnotenia

UROVEN Kritérium 1 Kritérium 2
- . Popis prvej irovne Popis prvej irovne
Uroven 1 pp, ].,. pp,]_l.
pre prvé kritérium. pre druhé kritérium.
- . Popis druhej drovne Popis druhej rovne
Uroven 2 P PR
pre prvé kritérium. pre druhé kritérium.
- . Popis tretej irovne Popis tretej irovne
Uroven 3 p , ].,. P . ].,.
pre prvé Kritérium. pre druhé kritérium.




Rubriku mozno definovat ako uceleny stibor kritérii, ktory popisuje pozadovany
vykon Ziakov na vopred zvolenych a pozorovatelnych drovniach (Brookhart, 2013).
Svojou podstatou napliiia tri hlavné funkcie v hodnoteni: zistit, na akej Grovni sa
ziaci nachadzaju, kam sa potrebuja dostat a akym spésobom dokazu prekonat
,tuto vzdialenost“ (Boaler, 2015). Slovné hodnotenie teda spiiia funkciu spatnej
vazby, ako informacie, ktora je nevyhnutna k vyvolaniu inSpiracie a istého pokroku
vpred (Reitmayerova & Broumova, 2007).

Brookhart (2013) zdoéraziiuje vyznam rubrik, na jednej strane, ako ddlezitého
prostriedku pre hodnotenie vykonu Ziakov, ale vyznam rubriky vidi aj v jej funkcii
ako ucebnej pomocky. Vo svojej publikacii popisuje podrobny postup, ako spravne
zostavit rubriky s vhodne zvolenymi hodnotiacimi kritériami a pre vytvorenie
relevantnych popisov vykonu Ziakov posudzovanych na réznych urovniach. Vjed-
notlivych kapitolach uvadza nazorné ukazky rubrik pre hodnotenie univerzalnych
atribudtov pre rozne stratégie rieSenia v roznych zameraniach, teda pre vyuzitie
vroéznych vyucovacich predmetoch. Pre porovnanie, publikacia autorov Kostalova
etal. (2008) tieZ popisuje formu hodnotenia, ktorej hlavnym ticelom ma byt poméc-
ka pre ziakov k sebazdokonal'ovaniu sa. Zavedeny pojem ,kriterialne hodnotenie”
vychadza z presne definovanych kritérii, ktoré mozno pozorovat u ziakov s tym,
Ze mdéZu nadobudat rozne drovne kvality. Jednotlivé kritérid hodnotenia majt pod-
statu indikatorov, ktoré zZiakom ukazuju, do akej miery ziak problém splnil alebo
vyriesil Rovnako tak poskytujui uc¢itelom informacie o aktudlnom pokroku ziakov
v kl'i¢ovych kompetenciach a zruénostiach, ktoré méze pozorovat a hodnotit.

Postupnou analyzou uvedenej definicie méZeme dostat postup, akym spésobom
je mozné si takyto hodnotiaci nastroj vytvorit (Kostalova et al., 2008). V prvom
rade je potrebné presne a jednoznacne urcit, aky atribit hodnotenia chceme
v ziackych vykonoch pozorovat. Podla povahy vybraného atributu mozno rozli-
Sovat aj niekol'ko Ciastkovych kritérii pre utvorenie uceleného nahl'adu pre jeho
hodnotenie. Samozrejme, Ziacky vykon v pozorovanom atribtte sa méze odrazat
vo viacerych trovniach.

Vel'mi délezitym krokom pri vytvarani rubriky, ako hodnotiaceho nastroja, je
zvolit si poCet Urovni, pre ktoré bude vybrany atribit pozorovany. Vzhladom na to,
Ze pocCet Urovni rubriky nie je striktne dany, zvaZenie poctu drovni je zaloZené na
potrebach hodnotitela. V prvom rade, zakladnt formu, predstavuje dvojuroviova
rubrika popisujica vykon ziakov ako ,splnil - nesplnil“. Zakladné, uz zauzivané
systémy rubrik, su zaloZené na asponl troch urovniach. Napriklad, trojaroviiovy
systém indikatorov Ziackeho vykonu podla Kostalovej et al. (2008):

3 - indikator dobrého vykonu,

2 - indikator menej dobrého vykonu,

1 - indikator nevydareného vykonu.



Castejsie sa vSak vyuZiva systém rubrik, ktory obsahuje $tyri irovne zostupne
popisanych vykonov Ziakov od 3 - excelentné, 2 - adekvatne, 1 - potrebuje vylep-
Senie a 0 - neadekvatne (Stary & Laufkovd, 2016). Urcenie vy$Sieho poctu trovni
v rubrikach pre hodnotenie zZiackych vykonov umoziuje podrobnejsi popis miery
kvality pre naplnenie kritérii. Je v§ak spravne zhodnotit nutnost konkrétnejSieho
popisu, a teda vol'by vyssieho poctu Urovni, v zavislosti od potrieb hodnotitela.

Vybrané hodnotiace atribtity je nakoniec potrebné pre jednotlivé irovne po-
pisat. Je potrebné brat do uvahy, Ze slovny popis vykonu Ziaka na urcitej arovni,
musi vychadzat z predchadzajicich tirovni a teda musi zahfiiat v sebe vykon na
niz$ich drovniach. Urovne, ktoré popisuju Ziacky vykon na seba postupne nadvazuju
a plynule prechadzaju z nizSej drovne na vyssiu. Zostavenda rubrika predstavuje
sadu kritérif pre kvalitu vykonu, ktorti moZno porovnat s hodnotenym vystupom.

Rubriky pre hodnotenie predstavuji univerzalny nastroj pre hodnotenie alebo
pozorovanie urovne vykonov Ziakov v 'ubovol'ne zvolenych atribttoch. Nie je vS§ak
nevyhnutné, aby rubriky boli vyuZité vylucne pre popis tirovni vedomosti alebo
kompetencii. Rubriky poskytuju priestor pre sledovanie SirSieho zaberu vyko-
nov alebo aj dalSich prejavov Ziakov. Napriklad, moZe byt sledované, spravanie
Ziakov pri samostatnej alebo timovej spolupraci v komunikacii alebo motivacii
(Baker & Salas, 1992). Vykon v rieSeni matematickych problémov ma v postupe
rieSenia tiez hierarchick strukturu (Cigler, 2018), teda rubriky predstavuji vhodny
nastroj aj pre zostavenie kritérii pre hodnotenie irovne vykonu Ziakov v pisomnej
sprave, ako vysledku otvorenych matematickych problémov.

Do ucitel'skej praxe sti uz zaradené hierarchické struktuiry, ktoré pomenovavaju
vykony Ziakov na réznych trovniach. Tieto Struktury, taxonémie, boli vytvorené
pre klasifikaciu, respektive hl'adanie rozdielov vo vedomostiach na ré6znych tirov-
niach. Taxonémia je nastroj, ktory je vyuzity pre formulaciu cielov pre 'ubovol'né
vzdelavacie predmety na ziklade vzdelavacieho programu (Bloom et al., 1956).
Existujice taxonémie saliSia vich samotnom urceni pre hodnotenie, a z toho vyplyva
aj pocet urovni hodnotenia. Spolo¢nou ¢rtou je vyjadrenie irovni prostrednictvom
tzv. aktivnych slovies alebo kratkym formativnym popisom klasifikovanej tirovne
(Lokhoff etal., 2010).

NajpouZivanej$iu taxondmiou pre klasifikaciu irovne vzdelavacich ciel'ov
na poli vSeobecnej didaktiky je Revidovana Bloomova taxondémia vzdelavacich
cielov. Vznikla v 50. rokoch minulého storoc¢ia a dodnes predstavuje zaklad pre
kategorizaciou urovni vedomosti, schopnosti alebo zruc¢nosti Ziakov. Jej autorom
je pedagogicky psycholég Benjamin S. Bloom v spolupraci s dalsimi jeho kolegami
(Enelhart, Furst, Hill, Krathwohl). Origindlna Bloomova taxon6mia vzdelavacich
cielov popisuje na Siestich tirovniach kognitivne procesy vzostupne dosahujice
urciti mieru abstrakcie: zapamatanie si, porozumenie, aplikacia, analyza, triedenie



ahodnotenie (Bloom et al., 1956). Opat, jednotlivé irovne s navzajom prepojené,
vyS$S$ie Urovne uz v sebe zahfiiaji splnenie nizsich drovni.

Prvi troven v Bloomovej taxondémif vzdelavacich ciel'ov predstavuje zakladnu
vedomost vo forme zapamatania si pojmov, algoritmov, myslienok alebo vo vse-
obecnosti povedané, javov. Zapamatanie, ako vzdelavaci ciel, na prvej drovni sa
prejavuje najma v testovacich situaciach, reprodukciou ciel'ovych vedomosti alebo
opakovanim faktov. Druha troven predstavuje najSirsiu kategériu intelektualnych
vedomosti a schopnosti. Porozumenie v sebe zahfiia spracovanie zapamétaného
javu na trochu hlbSej tirovni, ako napriklad preformulovanie vedomosti, pripadne
prepis javu na symbolicky zapis, zakladna forma experimentovania, vd'aka ktorému
si ziak potvrdi porozumenie daného javu (Bloom et al., 1956; Marzano & Kendall,
2007). Na tretej drovni kognitivnych procesov vie Ziak bez hlbSieho vysvetlenia
alebo zd6vodnenia aplikovat zapamaitané a opakované javy (Forehand, 2010).
Hlbsiu analyzu je mozné v Ziackych vykonoch pozorovat az na Stvrtej tirovni ko-
gnitivnych procesov. Hovorime o identifikacii vztahov alebo Struktir medzi javmi,
ktorymi si organizované. Na piatej urovni Ziaci dokaZu vztahy a javy spajat do
spravne formulovanych viet a Struktur, ktoré predstavuju pozadované a vopred
naplanované abstraktné vztahy. Najvyssiu uroven kognitivnych procesov ziakov
predstavuje vyhodnotenie vSetkych postupov a zaverov, ako forma rozhodovania
na dobre premyslenej a vedomej tirovni. Ziaci st schopni vyvodzovat’ tisudky
o vyuzitel'nosti nimi vytvorenych vlastnosti alebo zaverov v radmci kognitivnych
procesov (Bloom et al., 1956; Marzano & Kendall, 2007).

Na zaklade potreby poziadaviek stale rozvijajucich sa vyucbovych met6d
a stratégii, sa takto definovana taxonémia vzdelavacich ciel'ov tiez prispésobovala
novym trendom moderného vyucovania. Na prelome storoci doslo nielen k obno-
ve terminolodgie, ale aj k rozsireniu dimenzii vzdelavacich cielov do Revidovane;j
Bloomovej taxonémie vzdelavacich ciel'ov: na dimenziu vedomosti (to, o ma maju
Ziaci vediet’) a dimenziu kognitivnych procesov (aké procesy boli pouzité). Dimen-
zia vedomosti ako dimenzia kognitivnych procesov priamo vychadza z pévodnej
Sesturoviiovej schémy popisujicej kognitivne ciele (Forehand, 2005). Vo vSeobec-
nosti, vyuzivanie taxonémii spoc¢iva prave v rozliSovani odlisSnych rovni myslenia,
respektive spravania. Myslenie, nielen v matematike, je aktivnym procesom, kedy
pouzitie slovies namiesto podstatnych mien vymedzuje jednotlivé kognitivne
urovne presnejSie (Vincejova, 2013). A aj z tohto dovodu viedla zmena formulacie
urovni kognitivnych procesov v Revidovanej Bloomovej Taxon6mii vzdelavacich
cielov vyuzitim aktivnych slovies: zapamatat si, porozumiet, aplikovat, analyzovat,
zhodnotit, vytvorit (Anderson & Krathwohl, 2001).

V sti¢asnosti je Revidovana Bloomova taxon6mia vzdelavacich cielov vyuZziva-
na na poli vSeobecnej didaktiky, ako aj v odborovych didaktikach akademickych



predmetov na presnu formulaciu cielov vo vyucbe daného predmetu, ale aj pre

vyjadrenie prejavenej irovne kognitivnych procesov u Ziakov. Jednotlivé tirovne st

definované prostrednictvom tzv. aktivnych slovies. Aktivne slovesa pre jednotlivé

urovne su rozdelené nasledovne (Vincejova, 2013):

1. Zapamatat si: definovat, opakovat, reprodukovat, doplnit, identifikovat, zo-
radit, opisat, vymenovat.

2. Porozumiet: ilustrovat, vysvetlit, rozlisit, uviest priklad, skontrolovat.

w

Aplikovat: aplikovat, vyriesit, pouzivat, vypocitat, rozlisit.

4. Analyzovat: analyzovat, rozlisit, porovnat, urc¢it priciny a désledky, vysvetlit
preco.

5. Zhodnotit: argumentovat, kriticky posudit, obhdjit, zdévodnit, zhodnotit,
preverit.

6. Tvorit: klasifikovat, kombinovat, vytvorit, skonstruovat, navrhnit novy po-

stup, diskutovat, vyvodit zavery, kategorizovat.

Ciel'om vytvorenia Revidovanej Bloomovej taxonémie vzdelavacich cielov bolo
vytvorit formu univerzalneho kodifikacného systému, prostrednictvom ktorého
by mohli byt navrhované, pripadne ¢asom upravované, vzdelavacie ciele aj s istou
hierarchickou organizaciou, ktora zaroveil umoZiuje ich sledovanie a splnenie na
roznych drovniach kognitivnych procesov (Lokhoff et al., 2010).



4/
HODNOTENIE OTVORENYCH
MATEMATICKYCH PROBLEMOV

Z povahy otvorenych matematickych problémov zameranych na matematické sku-
manie vyplyva, Ze pri procese ich riesenia sa od Ziakov o¢akava otvorenost v ich
mysleni. Postup rieSenia otvorenych matematickych problémov nie je vopred zrejmy
ani jasny, mozno len predpokladat, akym spésobom sa Ziaci v rieSenf m6zu vybrat.
Prihodnoteni pisomnych rieSeni v matematickom skiimani je neStandardny pristup
hodnotitela nevyhnutny. Aj ked je, samozrejme, matematicka spravnost rieSenia
dolezita, otakavanym vystupom riesenia otvorenych matematickych problémov
by nemal byt iba fakt, Ze Ziaci dokdzu problémy vyriesit. K dspeSnému rieSeniu
sa neocakava len vyuzitie konkrétnych algoritmov, ale, naopak, otvorenost a tvo-
rivy pristup riesitelov. Rovnaky podiel na postideni ispesného ¢i vyhovujiceho
rieSenia ma takivyber stratégie, a to, akym spdsobom je tento vyber zdévodneny.
Taktiez, ktoré vedomosti a algoritmy boli v rieSeni pouzité a akym spdsobom su
vo vysledku interpretované.

Cielom analyzy pisomnych Ziackych rieSeni otvorenych matematickych prob-
lémov bol navrh univerzalneho nastroja pre hodnotenie tirovne prejavenych ma-
tematickych kompetencii a demonstrovanych matematickych vedomosti ziakov.
Vychadzajic z daného ciela a z odbornej literattry boli v rdmci skimanej proble-
matiky stanovené nasledovné vyskumné otazky:

Aké su atributy, ktoré popisuju a na zaklade ktorych mozno hodnotit kvalitu
pisomného rieSenia otvorenych matematickych problémov prostrednictvom ma-
tematickych kompetencii?

Existuja aspekty, na zaklade ktorych mozno popisat mieru matematickej sprav-
nosti a uroven prejavenych atributov kreativity?

Aky prostriedok je vhodny na vytvorenie kritérii pre hodnotenie pisomnych
Ziackych rieseni otvorenych matematickych problémov?



4.1
Metodoldégia vyskumu

Postup vytvarania hodnotiaceho nastroja nadvazoval na vyskum v diplomove;j
praci s ndzvom ,Matematické hlavolamy, zahady a rébusy a ich vyuzitelnost
v matematickej gramotnosti“. V praci boli hodnotené pisomné Ziacke riesenia
nestandardnych matematickych problémov, ktoré mali charakter matematickych
hlavolamov, z r6znych oblasti matematiky. Pat' vybranych problémov bolo pred-
loZenych Ziakom deviateho ro¢nika zdkladnych $kol a Ziakom prvého roc¢nika
strednych $kol. Celkovo sa na rie$eni zti¢astnilo 235 Ziakov z dsmich $kdl. Ziaci
boli vyzvani ¢o najpodrobnejsie slovne popisat’ postup, akym dospeli k rieSeniu
problému. Hodnotenie spocivalo v spojeni systému 12 matematickych kompeten-
cif podla Lukaca & Sekeraka (2011) s uroviniou narocnosti problému na zaklade
dimenzie kognitivnych procesov Revidovanej Bloomovej taxon6mie vzdelavacich
cielov. Na zaklade takto vytvorenej hodnotiacej tabul'’ky (obrazok 4.1) sa nasledne
bodovali Ziacke rieSenia pre urcenie irovne matematickej gramotnosti ziakov.
RieSeniam boli priradené body podla dosiahnutej irovne matematickej gramot-
nosti (Bulkova, 2015)

Obrdzok 4.1: Bodovacia tabul’ka pre hodnotenie matematickej gramotnosti prostred-
nictvom prejavenych matematickyh kompetenci

Matematicka kompetencia (iroven mat. gramotnosti)

(1) praca s informaciami a interpretacia vysledku 1b|1b | 1b | 1b | 1b

(2) matematizacia problému, vyuzivanie pojmov, faktov

. . . . 1b | 1b | 1b | 1b | 1b
a priestorovej predstavivosti

(3) vyuzivanie symboliky, pisomny a graficky prejav 1b|1b | 1b | 1b | 1b

(4) poloZzenie si otazky, vymedzenie problému a opis mat.javov | 1b | 1b | 1b | 1b | 1b

(5) matematicka argumentacia a dokaz b |1b | 1b | 1b | 1b
(Bulkovd, 2015)

Nasledne, bolo cielom identifikovat a slovne popisat atributy a kritéria pre hod-
notenie pisomnych ziackych rieseni otvorenych matematickych problémov. Ana-
lyzované boli pisomné Ziacke rieSenia Ziakov gymnazii z timovej matematickej
sutaze Matematicky B-den.

Sutaze sa mozu zucastnit ziaci strednych $kol, kde v troj- az Stvorclennych
timoch spolupracuji na rieSeni otvoreného matematického problému a na zaklade
vzajomnej spoluprace a zdiel'ania vedomosti odovzdaju rieSenie vo forme pisomnej
spravy. Sutaz je povodom z Holandska a vznikla na podnet holandskej vlady ako



poziadavka na skimanie nielen obsahovych, ale aj proceduralnych vedomosti u se-
demndastrocnych Ziakov. Ur€end je Ziakom so zaujmom o prirodovedné a technické
vzdelavanie, zaradenych do B-formy osnov predmetu matematika v Holandsku.
Na zaklade rozdelenia osnov predmetu matematika je odvodeny i ndzov sutaze,
Wiskunde B-dag (Mathematics B-day). V slovenskom nazve sutaze ponechané
pismeno B symbolizuje prvé pismeno slova ,Badanie”. Od roku 1999, organizacia
a tvorba zadania prebieha pod zastitou Freudenthalovho institiitu na univerzite
v Utrechte (Freudenthal Institute for Science and Mathematics Education), ktory
na medzindrodnom poli vedie vyskum v oblasti rozvoja a zavadzania inovativneho
vzdelavania v oblasti vyucovania matematiky. Rovnako tak aj sutaz predstavuje
jednu z moznosti, ako zapisat objavné vyucovanie matematiky do povedomia
Ziakov a ucitel'ov. Jej podstata taktieZ spoc¢iva v timovej spolupraci, ktorej rozmer
zasahuje aj do organizacie sutaze a do hodnotenia rieSeni, ktoré Ziaci vypracovali.
V ramci Slovenskej republiky sa sutaz organizuje od roku 2011 v rdmci rieSenia
projektu 7RP PRIMAS, ako aktivita vhodna pre implementaciu objavného vyuco-
vania matematiky (www.primas.ukf.sk).

Zadanie sutaze tvori suvisly text v rozsahu 10 az 20 stran skomponovany
z gradovanych matematickych problémov a vysvetl'ujicich komentarov tykajicich
sa daného problému a celej redlnej situacie. Zadanie obsahuje problémy, ktoré sa
zarad'uju medzi problémy s otvorenym zadanim, otvorenou cestou a otvorenym
cielom. Podstatou je hl'adat ¢o najviac roznych stratégii rieSenia a postup rieSenia
slovnou, pisomnou, formou vhodne opisat’ (Ceretkova, 2017). Problém predstavuje
realnu situaciu, s ktorou su Ziaci na zaciatku textu oboznameni. Postupnym defi-
novanim pojmov a rieSenim uvodnych navadzajuicich tloh sa ziaci dostavaju hlbsie
do problému a st postupne niteni problémovi situaciu matematizovat. Ziaci tak
plynule prechadzaju k rieSeniu otvorenych matematickych problémov, ktoré na-
koniec vedu k origindlnemu skiimaniu v matematike a vytvaraniu matematického
modelu zadanej realnej situacie. Ulohou timu Ziakov je v priebehu siedmich hodin sa
spolo¢nymi silami dostat hlbSie do problému a postupne problémov1 situaciu nielen
matematizovat ale i modelovat. Okrem planovania stratégie rieSenia, rozdelenia
uloh v time a ur¢enia postupov, ktorymi sa bude tim uberat, je podstatné dokazat
si aj spravne rozvrhnit ¢as uréeny na rieenie. Ziaci maju totiz za tilohu svoje po-
stupy arieSenia, zavery a ivahy spisat' do zaverecnej spravy, ktora je hodnotenym
vystupom. Za jeden tim sa predklada jedna zavereéna sprava (Ceretkova, 2014).

Ziaci v sutazi spolupracujti na rie$eni zdkladného a hlavného zadania. Zakladné
zadanie obsahuje problémy vyzZadujice rézne urovne matematického myslenia
a matematického skimania. Inymi slovami, v zadani st pouzité problémy s réz-
nou mierou otvorenosti (od uzatvorenych Standardnych problémov po problémy
s otvorenou cestou aj s otvorenym cielom) a vzhladom na ich naroc¢nost si pre



rie$enie vyZaduju roznu uroveri kognitivnych procesov. Ziaci st pri rie$eni danej
problematiky postupne vedeni a motivovani k ponoreniu sa do matematického
skiimania. Na neho nadvézujice hlavné zadanie je sformulované tak, aby sa zZiaci
na zaver zamerali na vytvorenie matematického modelu?, pri¢om hlavné zadanie
je nadvazujice na rieSenia problémov v zdkladnom zadani. Vzhl'adom na povahu
sutaze, od ziakov je vyZadovany podrobny popis ich postupu rieSenia. Pisomné
Ziacke rieSenia takychto otvorenych matematickych problémov su bohatym zdrojom
pre sledovanie autentickych myslienkovych procesov a vyuzitych matematickych
kompetencii Ziakov.

Pre splnenie cielov vyskumu boli analyzované kompletné zaverecné spravy
rieSitelov sutaze Matematicky B-den. Vyskumnu vzorku tvorili autentické hod-
notené vystupy z piatich ro¢nikov sutaze, ktoré boli organizované v rokoch rea-
lizacie vyskumu. Zapojenie zZiakov s r6znym matematickym zazemim do timovej
spoluprace, podporuje pri rieSeni problému, ako vyzvy, hlbsi rozvoj matematického
uvazovania a kreativnu tvorbu stratégii rieSenia problémov (Powel, 2009). Celkové
pocty analyzovanych pisomnych Ziackych rieSeni za analyzované ro¢niky sataze
su detailne uvedené nizsie v tabul'’ke 4.1:

Tabul'ka 4.1: Prehlad analyzovanych pisomnych Ziackych rieSeni v timovej stitazi Ma-
tematicky B-deri v rokoch 2015-2019

Pocet hodnotenych | . Pocet ‘
2 2 z zucastnenych
zaverecnych sprav »
ziakov

2015 Zarohom... 35 138
2016 Vyborna sada hracich kociek 21 84
2017 | Sipové hodiny 29 113
2018 Hadikovo hniezdo 33 131
2019 Spoj a panuj 29 115

Vsetky zadania sutaze Matematicky B-den st zostavované timom odbornikov
z Freundenthalovho instititu Univerzity v Utrechte, pricom sa ¢astokrat nechavaja
inSpirovat zloZitymi problémami z roznych oblasti matematiky vyzadujtce vysoku
uroven kognitivnych procesov. Predstavime si zadania stutaze, s rieSeniami kto-
rych sa pracovalo v ¢ase realizacie vyskumu. VSetky zadania v slovenskom, ako aj

3 Prepojenie redlneho sveta s matematikou v zmysle Weinhandl & Lavicza (2021) ako lineadrny
sled redlnej situdcie, redlneho modelu, matematického modelu a ¢iselnych operacii a vysledkov.



v anglickom jazyku sd dostupné oficidlnej webovej stranke stutaze pre Slovensku
republiku (www.primas.ukf.sk).

Znamym otvorenym problémom ,The Sofa Problem"“ bolo in§pirované zadanie
sutaze z roku 2015 ,Za rohom...“. Jedna sa o dvoj-dimenzionalny problém z kom-
binatorickej geometrie, ktory je formulovany nasledovne: ,Aky utvar, ktory ma
¢o najvacsi povrch, mdéZe byt premiestneny okolo pravouhlého rohu chodby so
Sirkou 1 meter?“ (Wagner, 1976). Matematické skiimanie v zadani je tak zamera-
né na hladanie parametrov takéhoto ttvaru. Ziaci v zadani vyuzivajui poznatky
z planimetrie, zhodnych geometrickych zobrazeni, geometrie trojuholnikov, ale aj
funkcii a grafov funkcii. Odporicanym nastrojom na podporu rieSenia je dynamicky
geometricky softvér GeoGebra.

Ustrednou témou v zadani ,Vyborna sada hracich kociek“ stiitaze Matematicky
B-den z roku 2016 bola pravdepodobnost vyhry v hre s kockami. Nehovorime pri-
tom o kockach ako o telese, ale o hracich kockach. Poukazujeme na rozdiel prave
preto, Ze hracie kocky nemuseli mat prave Sest stien a na stenach mohli mat rézne
hodnoty. V hre Ziaci pouzivaju a nasledne vytvaraju tzv. falosni sadu hracich kociek,
pre ktoru plati pravidlo: pre kazdu zo sady hracich kociek vzdy existuje hracia
kocka s vyssSou pravdepodobnostou vyhry, ale na druhej strane aj tato vybrana
hracia kocka méa vZdy oproti inej hracej kocke vysSiu pravdepodobnost vyhry.
Inymi slovami vo faloSnej sade hracich kociek existuje cyklus pravdepodobnosti
vyhry. Ulohou Ziakov v hlavnom zadani bolo vytvorit matematicky model tvorby
takejto faloSnej sady n hracich kociek s 'ubovolnym poctom stien.

V sutaznom roé¢niku 2017 s ndzvom ,,§ipové hodiny“ bolo zadanie tvorené
z oblasti tedrie Cisel. VypocCty arieSenie problémov boli zamerané najmé na delitel-
nost Cisel a zvySkové triedy, ale tieZ na funkcie, planimetriu a zhodné zobrazenia
v geometrii. NavySe, pre zjednodus$enie v naslednom matematickom skiimanti, bola
7iakom v zadani predstavena relacia kongruencie modulo n. Sipové hodiny maju
rozdeleny cifernik na n zhodnych ¢asti, kde kaZzdému z bodov x ohranicujucich
tuto cast je priradeny iny bod na zaklade urcitého predpisu: x - ax + b, kde a, b
su prirodzené c¢isla. Hlavné zadanie je potom zamerané na hl'adanie vlastnosti
a pravidiel, ktoré vo vSeobecnosti platia pre rézne predpisy Sipovych hodin.

Sicasnym otvorenym problémom v matematike s ndzvom ,The Moser’s Worm
Problem* boli inSpirovani tvorcovia i pri zostavovani zadania z ro¢nika 2018
»Hadikovo hniezdo“. Cielom bolo najst tvar a minimalnu plochu rovinného utvaru,
ktory by pokryl vSetky mozné polohy I'ubovol'nej krivky, ktord ma dant pevnu
dizku (Norwood, Poole & Laidacker, 1992). P6vodny problém bol obmeneny na
pribeh o hadovi Lene, ktory ma diZzku 15 cm a potrebuje si vyrobit' ¢o najmensiu
prikryvku. Ziaci postupne skiimajt rozmery zakladnych rovinnych ttvarov ako
kruh, obdiznik, koso$tvorec, ale postupne st vyzyvani z tychto utvarov uberat



nepotrebnu plochu, teda nevyuzité casti hadovej prikryvky. Téma je opat z oblasti
kombinatorickej geometrie a vyZaduje vyuZitie vedomosti z planimetrie, trojuhol-
nikovej geometrie a kombinatoriky.

Matematicky B-deni 2019 s nazvom ,Spoj a panuj“ sa odvijal od jednoduche;j
hry pre dvoch hracov, ktori sa vo svojom tahu striedaju. Prehrava hrac, ktory uz
nemdZe uskutocnit svoj tah. Hracie pole tvoria tzv. uzly, ktoré maju l'ubovolny
pocet vystupov, v hre nazvané ako chvosty. Napriklad, ak uzol ma tvar krizika (+),

potom ma spolu $tyri chvosty. Tah hraéa spoéival v spojeni dvoch nepouZitych
chvostov cez spojovaciu ¢iaru tak, Ze Ziadna z vytvorenych spojovacich ¢iar nemoze
byt pretnuta. Na novu spojovaciu ¢iaru potom musi hrac nakreslit novy uzol so
Styrmi chvostami (+). Pokial hrac, ktory je na tahu, neméZe vykonat tah, hra sa
konéi jeho prehrou. Ziaci poéas rie$enia zadania odhal'uji principy stratégie vyhry
pre rozne hracie polia. Skiimanie ich vedie k matematizovaniu stratégie vyhry pre
rozne variacie hracieho pola.

Navrh hodnotiaceho nastroja pre hodnotenie pisomnych Ziackych rieseni
otvorenych matematickych problémov bol vytvoreny vo forme uz spominane;j
hodnotiacej tabul'ky, rubriky.

Princip rubrik poskytuje stupniovité formativne hodnotenie a zaroveii aj spatnu
vazbu o rieSeni tak pre hodnotitel'ov, ako aj pre rieSitel'ov. V prvom rade je pre vy-
tvorenie rubriky, ako hodnotiacej tabul'ky, potrebné zvolit si pocet urovni, pre ktoré
bude vykon ziakov sledovany. V teoretickej ¢asti tejto prace boli uvedené priklady
rubrik, ktoré boli vytvorené pre tri, maximalne Styri drovne. PoCet Grovni nie je
striktne dany. Avsak pre detailnejsi popis sa da zvolit aj viac iroviova rubrika pre
hodnotenie, ¢im moZno zabezpecit presnejSie hodnotenie Ziakovho vykonu v danej
aktivite. Ako adekvatny zdklad pre identifikaciu drovni bola vyuZzita dimenzia
kognitivnych procesov Revidovanej Bloomovej taxonémie vzdelavacich cielov,
ktora pozostava zo Siestich popisanych urovni vykonov zZiakov.

Na prvej irovni (zapamaétat si) Ziaci vyuzivaju len vedomosti z dlhodobej pamate
a zname $tandardné postupy. Ziaci st schopni pracovat len na zakladnej tirovni
ainterpretovat vysledky jednoduchym spdsobom, a to preformulovanim zadania.
Na druhej trovni kognitivnych procesov (porozumiet’) ziaci si schopni pochopit
podstatu zadania a premyslat o ilohe alebo probléme viac matematicky. Na druhej
urovni, je vyuzivana hlavne zakladna terminoldgia, zakladné matematické opera-
tory alebo graficky nacrt situacie. AvSak rieSeniu chyba urcité systematizovanie.
Na tretej urovni (aplikovat’) Ziaci nazeraju na problém viac komplexnejSou cestou:
ziaci vedia prepisat slovné zadanie do formalneho matematického zapisu, pracuju
s algebrickymi symbolmi a vyuZzivaji priestorovu predstavivost, ale najmé aplikuju
ziskané matematické vedomosti a postupy. Kladenie otdzok ohl'adom problému
predstavuje prvy krok ku Stvrtej irovni (analyzovat) dimenzie kognitivnych



procesov. Znamky vyssich kognitivnych procesov v matematickom mysleni indikuje
rozdelenie celkového zadania na ¢iastkové problémy, ktoré ale stale navzajom su-
visia. Ich vzajomné spatné prepojenie predchadza zhodnotenie predchadzajiceho
postupu ziakov na piatej arovni kognitivnych procesov (zhodnotit), ¢o zahfna
zovSeobecnenie vlastnosti alebo dokaz spravnosti vysledku, ktory je podlozeny
matematickou argumentaciou. Na najvyssej urovni kognitivnych procesov v ma-
tematickom mysleni (tvorit) vytvaraju Ziaci vlastnu teoriu, prinosy, respektive
matematicky model (Krathwohl, 2002).

Na zaklade Sestiroviiovej rubriky pre hodnotenie je moZné, na stanovenych
urovniach, dokladnejsie popisat vykony Ziakov, ¢im sa predchadza situacii ne-
rozhodného urcenia trovne. Vyber dimenzie kognitivnych procesov Revidovanej
Bloomovej taxon6mie vzdelavacich ciel'ov, ako zdklad vytvorenia hodnotiaceho
nastroja, zarucuje pokrytie hodnotenia aj pre vyssie irovne matematického
myslenia dosahujice objavovanie v matematike alebo matematické modelovanie.
Spdsob zostavenia rubrik sa v stipcoch odvija od irovne zvladnutia hodnoteného
atributu a v riadkoch st sledované uz konkrétne hodnotené atributy, v tomto pri-
pade matematické kompetencie. Ako vychodisko pre vytvaranie popisu vykonu
ziakov v rubrikach pre hodnotenie irovne matematickych kompetencii v pisom-
nych Ziackych rieSeniach otvorenych matematickych problémov bola vyuZzita uz
spominana tabul'ka pre hodnotenie matematickej gramotnosti (Bulkova, 2015),
ktorej hierarchicka struktira bola zaloZena na kompeten¢nom modeli podla
Lukaca & Sekeraka (2011). Matematické kompetencie boli rozdelené a zaradené
pre kazdu zo Siestich urovni (tabul'’ka 4.2).

Tabul'ka 4.2: Triedenie matematickych kompetencii pre jednotlivé tirovne podla dimenzie
kognitivnych procesov Revidovanej Bloomovej taxonomie vzdeldvacich cielov.

1. zapamatat si | pouzivanie pomdcok, praca s informaciami

pojmy, fakty, tvrdenia a postupy v matematike,
2. porozumiet | vyuZzitie symbolickych, formalnych a technickych vyjadreni
a operacii

3. aplikovat znazornenie a popisanie matematickych objektov a situacii

poloZenie otazky, na zaklade ktorej nasleduje vymedzenie problému

4. analyzovat . e
ajeho riesenie

5. hodnotit matematickd argumentacia a dokazovanie

6. tvorit matematické modelovanie

Obdobie analyzy Ziackych rieseni prebiehalo v rokoch 2015-2019 mozno rozde-
lit do niekol'’ko faz. V ivode realizacie vyskumu boli analyzované len vybrané
otvorené problémy zo zadania ro¢nika sutaze s nazvom ,Za rohom...“. Vybrané



boli také otvorené problémy, ktoré boli zamerané na matematické dokazovanie,
zovSeobecniovanie vlastnosti alebo zovSeobecliovanie pravidiel. Z&merom bolo
sledovanie spolo¢nych prvkov v riesitel'skych postupov ziakov a odvodenie vhod-
nych atribuitov pre hodnotenie urovne pisomnych ziackych rieseni. Tabul'ka 2.2
pre hodnotenie irovne prejavenych matematickych kompetencii predstavovala
zaklad pre vytvorenie suboru rubrik pre hodnotenie pisomnych Ziackych rieseni
otvorenych matematickych problémov.

Je potrebné podotknut, Ze vSetky uvedené pisomné riesenia (Ziacke a neskor
aj Studentské) nie st upravované. To znamend, Ze pre zachovanie autenticity sd
pisomné rieSenia ponechané v pévodnom zneni, formatovani rovnic ako aj v po-
nechani povodnych obrazkov.

4.2
Analyza pisomnych Ziackych rieseni

Kl'i¢ovym problémom pre sledovanie tychto spolo¢nych prvkov bol ivodny prob-
1ém 4.1, ktory vyzadoval od Ziakov vytvorit matematicky dékaz v trojuholnikove;j
geometrii:

Problém 4.1:,Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC; bod M je stred strany AC.
Bod Flezi medzi vrcholmi B a C trojuholnika ABC vo vnutri strany BC. Priamka
FM pretina priamku, na ktorej lezi strana AB v bode E (obrazok 4.2). Dokazte, Ze
usecka EF je dlhsia ako usecka (strana trojuholnika) AC.“ (Matematicky B-den:
Zarohom..,, 2015, s. 3).



Obradzok 4.2: Trojuholnik zo zadania dékazového problému 2.1

Vytvorené pilotné rubriky popisovali atributy, pre ktoré boli pisomné ziacke
rieSenia hodnotené na zdklade Urovne prejavenych matematickych kompetencif
(v rieSeni zadanych matematickych problémov v zakladnom zadani) a na zaklade
urovne prejavenych procesov objavného vyucovania (v hlavnom zadani sataze,
ktoré bolo zamerané na vytvorenie matematického modelu konkrétnej situacie).

V priebehu organizacie a vyhodnotenia (december 2016 - marec 2017) nadcha-
dzajiceho roc¢nika sutaze Matematicky B-den 2016 s nazvom ,Vyborna sada hracich
kociek“ boli pilotné rubriky aplikované ako hodnotiaci nastroj pisomnych Ziackych
rieSeni pre urcenie Uspesnych riesitelov sitaze v danom ro¢niku. K vytvoreniu
a formulovaniu novych teoretickych zaverov boli Ziaci vyzvani az v ¢asti hlavné-
ho zadania. Z tohto dévodu, pre hodnotenie problémov zahrnutych v zakladnom
zadani, bolo vyuzitych prvych pat drovni z rubriky pre hodnotenie prejavenych
matematickych kompetencii. Pre hodnotenie irovne matematického skimania
vo vytvarani matematického modelu v hlavnom zadani, bola aplikovana pilotna
rubrika pre hodnotenie prejavenych procesov objavného vyucovania. Kazdy vy-
riesSeny problém bol ohodnoteny poc¢tom bodov, ktory prislichal aj pozorovatel'nej
urovni vyuzitej Sestiroviiovej rubriky zaloZenej na dimenzii kognitivnych procesov
Revidovanej Bloomovej taxonémie vzdeldvacich cielov. Porovnanie vysledného bo-
dovania, ktoré clenovia jednotlivych timov v rieSeniach dosiahli, bolo nerozhodné.



Co potvrdilo predpoklad, Ze pre hodnotenie otvorenych matematickych problémov
bude potrebné popisat nové atributy pre hodnotenie irovne pisomnych ziackych
rieSeni. Pre analyzu novych atributov boli, ako klicové, vybrané problémy zo
zadania sutaze ,Vyborna sada kociek“, zamerané na vytvorenie matematického
dokazu (problém 4.2), matematické zdovodnovanie (problém 4.3) a zovSeobeciio-
vanie pravidiel (problém 4.4):

Problém 4.2: ,Majme dve kocky s nasledujticou vlastnostou: ak sa na niektorej
stene na kocke A nachadza urcity pocet bodiek, tento isty pocet bodiek sa potom
nemoZe nachadzat na Ziadnej stene na kocke B.

Vysvetlite, Ze potom plati: w(4,B) + w(B,A) = 1.“ (Matematicky B-den 2016:
vyborna sada hracich kociek, s. 6).

Problém 4.3: Vysvetlite, ako sa d4 na zaklade bodkového diagramu (obrazok 4.3)
vypocitat hodnota pravdepodobnosti vyhry kocky A a hodnota pravdepodob-
nosti vyhry kocky B?“ (Matematicky B-deti 2016: Vyborna sada hracich kociek,
s. 8).

Obrdzok 4.3: Bodkovy diagram zo zadania problému 2.3

Problém 4.4.: Hracie kocky G: 1,4,4; H: 3,3,3 a I: 2,2,5 st kocky falo$nej sady. ...
Upravte pravdepodobnost vyhry jednotlivych kociek zmenou poctu vSetkych
stien kociek tak, aby kazda kocka mala 21 stien. Kocka G bude teda mat’ na svojich
stenach n jednotiek a 21 — n Stvoriek. ... Kocka H ma 21 trojok. ... Kocka I ma n
patieka21 — ndvojok. Akd hodnotu n by mal Rébert zvolit, ak chce dosiahnut,

sV v

mozna?“ (Matematicky B-deni 2016: Vyborna sada hracich kociek, s. 12).



Analyza zZiackych rieseni vybranych problémov, v spojeni so Studiami zame-
ranymi na dana problematiku, ukazala potrebu zohl'adnenia viacerych aspektov:
pisomny prejav Ziakov a kreativita v pisomnych zZiackych rieSeniach. Pre zarucenie
objektivneho hodnotenia pisomnych ziackych riesSeni boli dané atributy rozdelené,
navysSe, aj na popis urovni pre tri ré6zne aspekty. Zostaveny systém rubrik tak hod-
notil pisomné Ziacke rieSenia otvorenych matematickych problémov, respektive
vytvoreny matematicky model, z pohl'adu siedmych aspektov.

V d’al$ich ro¢nikoch organizacie a vyhodnoteniach sutaze Matematicky B-den
boli rubriky aplikované opat za icelom vyhodnotenia ispesnych rieSitel'ov sutaze.
Vzhladom na povahu rubrik, ako nastroja formativneho hodnotenia, boli jednotlivé
popisy vykonov zZiakov pouzité aj ako spatna vazba pre zucastnenych riesitelov
sutaze. Rovnako tak dochadzalo k pripadnym popisu pre jasnejSie a presnejsie
hodnotenie vykonu Ziakov na ré6znych trovniach a tym aj pre zvysSenie objektivity
hodnotenia pisomnych Ziackych rieSeni otvorenych matematickych problémov.

Prvym krokom pre identifikaciu atributov pre vytvorenie hodnotiacich rubrik
bola analyza autentickych pisomnych Ziackych rieSeni z ro¢nika sutaze Matematicky
B-deni s nazvom ,Zarohom...“ Pre ilustraciu pozorovania ziackych rieseni sti uvede-
né rieSenia uz vyssie uvedeného problému, ktory vyzyva ziakov ku sformulovaniu
matematického dokazu (problém 4.1). Ziaci vo svojich rie$eniach vyuzili rézne
vedomosti z matematiky, ako aj r6zne stratégie pre dokazanie platnosti tvrdenia.



RieSenie 4.1.1: ,Nakreslime si obrazok podl'a zadania. Cielom ulohy je dokazat,
Ze Usecka EF je dlhSia, nez tisec¢ka AC. Jeden zo spdsobov, akym by sa dala dloha
rieSit, je otacat bod F okolo bodu E a bod C okolo 4, a to do takej pozicie, aby
boli obe usecky vodorovne. Z toho vidime, ktora tisecka je dlhsia, a to EF.“

Obrdzok 4.4: Ziacke riesenie 4.1.1 k dékazovému problému 4.1

Tim Ziakov pri uvedenom rieseni 4.1.1 zvolili konstruktivny typ dékazu s vyuzitim
rotacie usecky okolo bodu. Pre vizualizaciu Ziaci vyuzili dynamicky softvér Geo-
Gebra. Jedna sa o napadity a jednoduchy sp6sob, ako ukazat spravnost tvrdenia,
avsak len pre dany konkrétny pripad. V dokaze tak chyba zdovodnenie, i je dané
tvrdenie platné aj pre iné pripady, teda ¢i je platné vo vSeobecnosti. Taktiez je
vrieSeni pozorovatel'né, Ze pri pisani rieSitel'ského postupu, nie je zjavna schopnost
vyuzitia spravnej matematickej terminolégie a argumentacie. Inymi slovami, aj
napriek preukdzaniu schopnosti vnimat stuvislosti medzi matematickymi objektmi
a ich vlastnostami, vyuzili pri svojom opise rieSenia neformalnu argumentéaciu.
Napriklad, namiesto vyjadrenia ... aby boli obe usecky vodorovne.“ bolo potrebné
pouzit formulaciu,,..kym tsecky nebudi rovnobezné s ramenom trojuholnika BC.“



RiesSenie 4.1.2: ,Z obrazku (2.5) vidime nejaké skutoc¢nosti, ktoré si mo-

Zeme zapisat: sin =% a cos o= . Dalej vieme, Ze a+b = |EF|, teda

a+b=>+-% =|EF|. Z tejto zavislosti di?ky EF od rozdielu uhlov

sin« COSX

(XBFM — «BCM) vieme z grafu vycitat, ze |EF|je najkratSia ak rozdiel je 0. Zo
zadania vyplyva, Ze (4<) >0 teda |EF|>|AC|.“

Obrdzok 4.5: Ziacke riesenie 4.1.2 k d6kazovému problému 4.1

Na prvy pohlad rieSenie vzbudzuje dojem, Ze riesitelia disponuji matematickymi
kompetenciami pre skon$truovanie matematického dokazu. Ziaci vo svojom rie-
Seni sice vyuZzivaju formdalne zapisy, vzorce a symboly, ale celkova formulacie ich
zdovodnenia je nejasna. Najma z toho dovodu, Ze Ziaci sa sice odvolavaji na obra-
zok (4.5), ale v obrazku nie je zndzornené a vyznacené, aké parametre zastupuju
oznacenia, a, b alebo «. Formulacia v§eobecného zaveru nie je spravna. Zaver nie
je aplikovatel'ny ako dokaz platnosti vSeobecného tvrdenia. Okrem nespravnosti
zaveru, je mozné v pisomnom zZiackom rieSeni pozorovat nedostatky vo vyuzivanej
symbolike alebo vo vyuzivani matematickej terminolégie.



RieSenie 4.1.3: ,Nech odvesny trojuholnika ABC st qa, b, a (strany BC, AC, BA).
Prepona b ma teda diZku 2-a2. Ak stranu a zmensim o b, podl'a Pytagorovej vety

sarovnica zmeni na:

(x —k)? + (x + k)? = a® — 2ak + k? + a? + 2ak + k? = 2a? + 2k? (1)
Co je po porovnani s preponou trojuholnika ABC viésie o 2k?. Z toho vyplyva,
Ze prepona pravouhlého rovnoramenného trojuholnika je vidy mensia, ako
prepona vietkych ostatnych pravouhlych trojuholnikov, ktorych suéet dizok
odvesien je zhodny so su¢tom diZok odvesien tohto trojuholnika.

Ziaci savrieeni 4.1.3 rozhodli dokazat zadané tvrdenie prostrednictvom Pytago-
rovej vety. Princip rieSenia je aplikovatel'ny ako vSeobecny dokaz, avsak kvoli chyb-
nym vyjadreniam sa celkova spravnost dokazu straca. Zavazna chyba sa vyskytuje
uZ v predpoklade. Na zaklade Pytagorovej vety, ma prepona b dizku a2 . Ziaci by
zrejme predosli takejto chybe, ak by si vyjadrili aj p6vodny vztah neupravenych
dizok odvesien trojuholnika ABC. V pripade pouZitia spravneho vyjadrenia dizky
prepony by potom bolo nasledne potrebné aj preformulovat’ zaver dékazu. Dal$ia
podstatna chyba sa ukazuje v oznaceni premennych vo vztahu (1), kde ziaci udali
nespravnu premennu x ako oznacenie odvesny trojuholnika ABC.

Ku kazdej z uvedenych autentickych ukazok bol vytvoreny slovny komentar,
pricom priich posudzovani boli pozorované prejavené matematické kompetencie.
Jednalo sa vSak o zhodnotenie len troch vybranych zZiackych rieSeni, teda vytvo-
rit adekvatne slovné hodnotenie nebolo naro¢né. Pri komplexnom hodnoteni
pisomnych ziackych rieSeni otvorenych matematickych problémov je nevyhnutné
vyuzivat univerzalny hodnotiaci nastroj, ktory by pokryval aj SirSie aspekty uka-
Zujlce prejavenu uroven Ziakov v pisomnych rieSeniach. V slovnych komentaroch
k autentickym ukazkam sa vyskytujui rozdiely najma vo formulacii rieSenia, vo
vyuzivani matematickej terminolégie, aplikacii obrazkov, ale aj vol'be stratégie
pre vytvorenie rieSenia a miera spravnosti a nasledne pouZitelnosti vysledku.

Tieto atributy boli pozorované v pisomnych spravach rieSitel'skych timov z ro¢-
nika sutaze Matematicky B-dei 2016 s nazvom ,Vyborna sada hracich kociek“. Ako
ukazky boli vybrané tri autentické ziacke rieSenia vyssie uvedeného problému 4.3,
ktorého podstata spociva v matematickom zdévodiiovani pri interpretéacii diag-
ramu. Pri posudzovani kvality pisomného prejavu v Ziackych rieSeniach pritom
bolo pozorované, ako sa v rieSeniach prejavuja alebo pripadne aj odlisuju kvality
podla Howisona (dostupné na: mathematicscentre.com/).



RieSenie 4.3.1: ,Pravdepodobnost vypocitame tak, Ze kazdu gulicku porov-
name s kazdou a zapiSeme si kol'’ko krat gulicky vyhrali a kol'ko krat prehrali.
ZapiSeme si zlomok v tvare:

POCET VITAZSTIEV/CELKOVY POCET POROVNAN].“

Prva ukazka Ziackeho rieSenia 4.3.1 neukazuje u Ziakov schopnost matematického
zdovodiiovania alebo vytvorenia suvislého matematického textu. Z vytvoreného
rieSenia totiZ nie je Citatel'ovijasna podstata problému, ale ani parametre, s ktorymi
Ziaci v rieSeni operuju. Pri popisovani rieSenia nie je pozorovatel'na ani matematic-
ka argumentacia a formulacia prostrednictvom matematickej terminoldgie, napr.
namiesto ,gulicka“ by bolo vhodné pouzit napriklad ,bod diagramu“. Rovnako tak
zaverecny vztah pre vypocet pravdepodobnosti nie je jasne definovany.

RieSenie 4.3.2: ,Pri pocitani z bodkového diagramu musime spocitat vSetky
moZnosti, pri ktorych je z kového diagramu jednej kocky vyssi

Ciselnej osi ako bod z bodkového diagramu druhej kocky. Ak teda pocitame
pravdepodobnost w(4,B), najprv si zoberieme prvy bod na diagrame kocky A
atedabod 3. Existuje 1 bod na diagrame kocky B, ktory sa nachadza na ¢iselnej
osi niZSie a to bod 2. Teraz si zoberieme druhy bod z diagramu kocky 4, to je
bod 5. Na diagrame kocky st dva body nachadzajice sa nizsie ako bod 5. Po-
sledny zoberieme bod 7 z diagramu kocky 4 a zistime, Ze st takisto dva body
diagramu kocky B nachadzajdce sa nizSie na ¢iselnej osi. Tento isty princip

pouzijeme pri pocitani kocky B vzhl'adom na kocku A. Vysledok je, Ze pri koc-
ke A vzhl'adom na kocku B je prave 5 takychto mozZnosti, pricom pri kocke B
vzhladom na kocku A si moznosti 4. Celkovy pocet moZnosti vypocitame ako
3x3, pretoze mame 3 body pre kazdu kocku a tieto body mézu mat’ maximalne

4

3x3 vzadjomnych poldh. Preto pravdepodobnost w(4, B) =%, w(B,A) = >

Obrdzok 4.6: Ziacke riesenie 4.3.2 bodkového diagramu z problému 4.3

V porovnani s predchadzajlicim riesenim 4.3.1, ma rieSenie 4.3.2 formu suvislé-
ho textu, v ktorom ziaci detailne popisuju svoju interpretaciu diagramu. Text je
prehl'adny, zrozumitel'ny a najma doplneny o vizualizaciu situacie (obrazok 4.6).



Vysvetlenie je vSak neformalne a nie je podopreté o relevantnii matematicku ar-
gumentdciu. NavySe, Ziaci vo svojom rieSen{ oznacuju ¢islicami body na diagrame,
ako aj pocCty. PoCty pritom su niekedy uvedené c¢islom, niekedy uvedené slovne.
Takyto prejav je pre Citatela matuci, najma ak ¢islice oznacuju aj body diagramu.

RieSenie 4.3.3: ,Nech A(x) znaci poCet bodiek na riadku A, ktoré sa nachadzaju
za Cislom x analogicky B(x) a C(x) (napriklad A(3) = 2). Ak na kocke Bhodime x,

tak kocka A vyhra prave vtedy, ak na nej padne vyssie ¢islo ako x. Z troch cisel,
ktoré s na kocke 4, je padnutie kazdého rovnako pravdepodobné a A(x) je ta-
kych, pri ktorych A vyhra, ¢ize pravdepodobnost vyhry A to je @. Su 3 mozné
a rovnako pravdepodobné hodnoty, ktoré mézu padnut na B, CiZe celkova
pravdepodobnost, Ze vyhra 4, je:

1 AR) 1 A@) 1 A9 1
w(AB)_§ 3 t3X 3 t3X 3 =§(A(2)+A(4)+A(9)).

Podobne w(B A)=1 (A(Z) +A(4) + A(9)) Ak to dosadime, dostaneme
w(A4,B) == a w(B, A) = g ¢o sa zhoduje s predchadzajicimi vysledkami.”

VrieSeni 4.3.3 ziaci preukazali tsilie svoje rieSenie zmatematizovat. Pisomné rie-
Senie predstavuje suvisly matematicky text, ktory vS§ak moze byt kvoli nepresnej
formulacii nejasny. Interpretaciu diagramu Ziaci poniali cez vSeobecné vyjadrenie
premennej x, avSak vztah premennej definovany cez priradenie poctu hodnot A(x)
nie je jasne definovany. Dal$ie drobné nedostatky vo formulacii textu vyrazne
neovplyviiuji matematickd Groveil a mieru spravnosti zaveru.

Ukazky pre analyzu autentickych pisomnych Ziackych rieSeni, s ohl'adom na
mieru prejavenej Kreativity, boli vybrané rieSenia k otvorenému problému 2.4,
ktory vyZzaduje od Ziakov zovSeobecnenie a vyjadrenie parametra n. Pozorovanymi
aspektami boli najma $tyl spajania vedomosti do findlnych zaverov alebo do akej
miery je vysledny zaver spravny a aplikovatel'ny.

sy v

dobnosti vyhry pre w(G H),w(H,I)aw(l,G). Z predoslej tasti vieme, Ze

(1)(1 G) — (21— n2!11;1+21n >

Dalsia podmienka pre n ]e, Ze musi byt z mnoziny ¢isel {0, 1, 2,..., 21}, ked'Ze n
ani 21 — nnemdze byt zaporné ¢islo. V prvej podmienke sa dostaneme k sti¢cino-
vémutvaru(n — 7) - (n — 35) < 0. Prienik celoCiselnych rieSeni tejto nerovnice
amnoziny 0, 1, 2,....,, 21 je mnoZzina 8, 1, 2,..., 21.

Teraz sa pozrime, v ktorych pripadoch je ktora z pravdepodobnosti mensia.



(21-n)-n+21n n , , . . v .
— 1- o7 - Po upravach zistime, Ze tato

podmienka je splnend prave vtedy, ked' n je z mnoziny {9, 10, 11,..., 21} (uZ sme
brali do ivahy aj podmienku, Ze n je z mnoziny {8, 1, 2,..., 21}). Na tejto mnozine
zrejme nadobtda vyraz1 — % maximum prave pren = 9.

Ak gm—_”zlleﬂ <1 -5 tak jedind hodnota pre n je 8.

Teraz uZ staci iba porovnat hodnoty vyrazu M}fﬁm pren =8 avyrazu
1 — 55 pre n = 9.Po porovnani zistujeme, Ze plati%@ﬂ <1-— %. Teda aby

v v

Najprv predpokladajme

by mal zvolit n = 8.“

Ziaci vrie$eni 4.4.1 problému vyuzili vedomosti, ku ktorym sa dopracovali v pred-
chadzajucich rieSeniach. Hlavnym prostriedkom je vztah pre vyjadrenie prav-
depodobnosti javov. Uvaha a $tyl vedenia rie$enia je spravna, ale v definovani

predpokladov nie je spravne definovana podmienka vyhovujicej mnoziny rieseni.
Po naprave danych nedostatkov a rozsireni prvotnych predpokladov, by rieSenie
mohlo byt aplikovatel'né na problémy s podobnym zamerom.

Riesenie 4.4.2: ,w(G,H) = w(H,I), ¢ize nas zaujima len w(G, H), w(I,G) , kde
_n2

min (0 (G, H),w(,6)) = (1 — 21,2 ) nje celé nezaporné &islo a ako ukazuje

tabul'ka (obrazok 2.7), optimalna hodnota je n = 8.



Obrdzok 4.7: Ziacke riesenie problému 4.4

Ziaci vo svojom rie$eni vyuZili k realizacii vypoc¢tov program, na zdklade ktorého
vyhodnotili parameter n s rozlozenim ¢isel na vSetkych troch hracich kockach
s najnizSou pravdepodobnostou. Zaver je sice spravny, ale nie je v popise podloZeny
o predchadzajice alebo nové matematické vztahy. Z uvedeného zaveru nemozno
pokracovat v rieseni inych, podobnych, otvorenych matematickych problémov.



5/
SYSTEM RUBRIK PRE HODNOTENIE
PISOMNYCH ZIACKYCH RIESENi OTVORENYCH

MATEMATICKYCH PROBLEMOV

Na zdklade analyzy autentickych Ziackych rieSeni, ktorej ukazka bola uvedena
v predchadzajicej podkapitole, bol zostaveny pilotny systém rubrik ako celku pre
hodnotenie vybranych atribitov: matematické kompetencie, procesy objavného
vyucovania, pisomny prejav ziakov a miera kreativity v ziackych rieSeniach. Zak-
ladom pre popis drovni bolo priradenie matematickych kompetencif zo systému
podla Lukaca & Sekeraka (2011) do Grovni dimenzie kognitivnych procesov Revi-
dovanej Bloomovej taxondémie vzdelavacich ciel'ov. Vytvoreniu adekvatneho popisu
jednotlivych drovni pre vybrané atributy predchadzala aj detailna analyza studii
zameranych na danud problematiku.

Rubrika pre hodnotenie matematickych kompetencii sa teda priamo odvija od
hodnotiacej tabul'’ky zostavenej na zaklade priradenia matematickych kompeten-
cii k zodpovedajucej urovni dimenzie kognitivnych procesov podl'a Revidovane;j
Bloomovej taxonémie vzdelavacich cielov. Zodpovedajice matematické kompe-
tencie bolo potrebné pre jednotlivé irovne sformulovat do slovného komentara,
ktory presne popisuje a vystihuje prejaveny vykon ziakov odrazajuici istd troven
vykonu (tabulka 5.1) .



Tabul'ka 5.1: Sestiiroviiovd rubrika pre hodnotenie matematickych kompetencii
A A . D
UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA

1. Ziak vie spracovat’ informacie v zadani a vyuZit dostupné pomdcky.
2 Ziak vyuziva symbolické, formalne a technické vyjadrenia a ovlada
’ zakladné matematické pojmy, fakty, tvrdenia a postupy.
3 Ziak znazortiuje a popisuje matematické objekty, pracuje s vlastnostami

medzi nimi.

Ziak vie vymedzit problém, stanovit zakladnu otazku, zvolit
4. stratégiu a problém vyriesit, vyuziva matematické myslenie
a usudzovanie.

Ziak vyuziva matematickd argumentaciu, vie skon$truovat dékaz.

Ziak vytvara matematicky model.
(Bulkovd & Ceretkovd, 2017a)

Prave Revidovana Bloomova taxonémia vzdelavacich cielov ma Siroké vyuzitie
taktiez pri tvorbe a stanoveni si poziadaviek pre meranie irovne zakladnych
kompetencii, pripadne aj ako porovnavaci nastroj pri rozliSen{ zakladnej irovne
kognitivnych procesov a tirovne vyssich kompetencii, ktoré Ziaci prejavili v riesi-
tel'skom procese (Marzano & Kendall, 2007).

Takto zostavena rubrika pre hodnotenie irovne matematickych kompetencif
v pisomnych Ziackych rieSeniach je uré¢end na hodnotenie rieSeni otvorenych
matematickych problémov vyzadujicich rézne urovne kognitivnych procesov.
V hlavnom zadani stitaze boli ziaci vyzvani vytvorit matematicky model zadanej
situacie. Vzhladom na povahu zadania hlavného problému, pozorovanie drovne
matematickych kompetencii od najnizsej irovne uz je bezpredmetné.

Pri hodnoteni vytvoreného matematického modelu je potrebné pozorovat as-
pekty, ktoré uz priamo poukazuji matematické myslenie na najvyssej irovni a teda
proces matematického modelovania. A naopak, v Struktire procesov objavného
vyucovania predstavuje matematické modelovanie najvyssiu iroven matema-
tického myslenia. Pomocou rubrik je mozné sledovat dosiahnutt droven, ktoru
moZno pozorovat v pisomnych Ziackych rieSeniach problému, ktory je zamerany na
objavovanie v matematike a matematické modelovanie prostrednictvom procesov
matematického modelovania: zjednoduSovanie a Struktdrovanie, systematické
pozorovanie, meranie, klasifikacia, vytvaranie definicii, triedenie informacii, obja-
vovanie vztahov a prepojeni, urcovanie mnozstva, experimentovanie, modelovanie,
kontrola premennych, vizualizacia, komunikacia (Janeckova & Ceretkova, 2011;
PRIMAS, 2013).



Rubrika pre hodnotenie irovne matematického modelovania Ziakov (tabul-
ka 5.2) bola zostavend prostrednictvom Struktiry procesov objavného vyucovania.
Urovniam procesov objavného vyuéovania bol vytvoreny slovny komentar tak, aby
najednotlivych tirovniach odrazala vykon Ziakov v tvorbe matematického modelu.

Tabul'ka 5.2: Sesturovriovd rubrika pre hodnotenie procesov objavného vyucovania

A A OD 0 A
UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA
Ziak systematicky pozore viditeI'né a opakujtce sa principy, ktoré sa
ukazuju pri rieSeni problémov. Inform4cie, relevantné k objavovaniu
vie roztriedit a v pripade aj vizualizovat. Hlavnou metédou je
experimentovanie.

Ziak pracuje s pozorovatelnymi principmi v konkrétnych ¢islach
2. a mierach. Ziak pri meranf a ur¢ovani mnoZzstva kontroluje a udrziava
jednotnost premennych.

Ziak objavuje medzi pozorovanymi principmi prepojenia a vztahy, ktoré
postupne zjednodusuje a vytvara z nich samostatné Struktuary.

Ziak vie vytvorit hypotézy a predpoklady pre d’al$ie skiimanie.

Ziak vie potvrdit' svoje predpoklady, tvori isudky a definicie.

Ziak vytvara suvisly matematicky model.

(Bulkovd & Ceretkovd, 2017)

Dal$im hodnotenym atribtitom bol pisomny prejav Ziakov v rie$eniach. Ako uZ
vyplyva z povahy otvorenych matematickych problémov, délezitym faktorom
pri kvalite vysledku, respektive rieSenia, je aj cesta a vyber stratégie. RieSitelia
sutaze Matematicky B-den, su v zadani hned v ivode upozorneni, aby pri vytva-
rani zaverecnej pisomnej spravy dbali na efektivnost a vhodnost slovného opisu,
formu a $tylizaciu. Pisomna sprava, ktoru predkladaji jednu za cely tym je totiz
hodnotenym vystupom a ma obsahovat vSetky vypocty prepojené slovnym opisom.
Podmienkou vysokej kvality zaverecnej pisomnej spravy je, aby rieSeniu rozumel aj
Citatel, ktory zadanie problému nepozn4, ale ma dostato¢né vedomosti z matematiky
ato, aby porozumel aj odbornému vyjadreniu matematického modlu. Z tohto dévodu
sa od ziakov vyZaduje zachovanie matematickej argumentacie a zd6vodnovania.
Kritéria pre hodnotenie pisomného prejavu ziakov v matematike boli vybrané
pre potreby hodnotenia pisomnej spravy ako rieSenia otvoreného matematického
problému v troch kritériach: obsah pisomnej spravy (tabul'ka 5.3), vyuzivanie ma-
tematickej argumentacie (tabul'ka 5.4) ajasnost a Citatel'nost textu (tabul'’ka 5.5).
Popisy vykonov Ziakov boli pre jednotlivé tirovne sformulované v stilade so zdsadami
tvorby pisomného rieSenia v matematike podla Kostalovej et al. (2008): Gplnost,



pouzitie terminoldgie, Citatel'nost textu, plynulost textu a spisovnost. Zaverec¢na
pisomna sprava predstavuje hodnoteny produkt a zahfnia vypracovany report
s originalnymi a autentickymi rieSeniami otvoreného matematického problému.
Pisomna sprava musi zodpovedat zasade uplnosti. Musi obsahovat vSetky udaje
a mySlienky rieSitela, respektive timu rieSitelov a pouzité informacie musia byt
relevantné k problému. Text je plynuly, vety na seba nadvazujui a nevyskytuju sa
v iom duplicitné, pojmy, vyrazy alebo myslienky.

Tabul'ka 5.3: Sestiiroviiovd rubrika pre hodnotenie obsahu pisomnej sprdvy v pisomnom
prejave Ziakov

UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA
Pisomna sprava nespliiia kritéria pre $pecifikaciu pisomného rie$enia
problému. Pouzité informdcie nie st relevantné.

1.

Pisomna sprava nema formu pisomného rieSenia problému. Vic¢sina
2. informicii je relevantnych, ale roztrisenych a nie tiplne zrozumitelnych.
Obrazky a tabul'’ky nesluZzia pre podporu textu, su len ilustracné.

Pisomna sprava sa sklad4 z viacerych ¢asti tvoriacich menSie slovné
3. postupy rieSenia, ktoré na seba nenadvazuji. Miestami vyuzité obrazky
a tabul'’ky nie st spravne oznacené, prehl'adné.

Pisomna sprava sa sklada z viacerych celkov, ktoré na seba va¢sinou
4. nadvazuju. Celistvost pisomného rieSenia problému je narusena, pretoze
chybaja dolezité prepajajtice detaily.

Pisomna sprava ma formu zaverec¢nej spravy, matematického stuvislého
5. textu. Celistvost textu je iba mierne narusend, pretoze chybaji drobné
detaily. Pouzité tabul'ky, grafy ¢i obrazky st miestami neprehl'adné.

Pisomna sprava ma formu suvislého matematického textu, informacie su
6. presné a relevantné. Vyuzité obrazky, tabul'ky su prehl'adné a spravne
oznacené.

(Bulkovd, 2017)

Pri tvorbe matematického textu je nevyhnutna spravna formulacia a vyuzivanie
matematickej terminolégie. Prave spravnej a logickej matematickej argumentacii
je v pisomnych ziackych rieSeniach venovana osobitna pozornost, tak ako pri vy-
uzivani znamej terminolédgie, ale aj terminolégie zavedenej rieSitel'mi pre potrebu
rieSenia. DéleZitost dodrzania matematickej argumentéacie v pisomnom Ziackom
rieSeni otvorenych matematickych problémov zachovava odbornost v pisanom
texte. Podl'a Bergqvist & Lithner (2005) argumentacia znamena od6vodnenie,
respektive jeho cast, ktord ma najma pri rieSeni problematickej situacie presvedcit
o vhodnosti, odbornosti a presnosti.



Toto kritérium bolo vybrané prave z toho dévodu, aby riesitelia, teda Ziaci, sa
formulovanim suvislého textu neodklanali od matematickej podstaty rieSenia
v otvorenych matematickych problémoch. Na druhej strane, aby si upevnili zru¢nost
auvedomili dolezitost vyuZzivania odbornej terminolégie v konkrétnom zamerani,
namiesto pouzivania nespravne zauzivanych vyjadreni. Rubrika pre hodnotenie
vyuzivania matematickej argumentdcie (tabul'’ka 5.4) v pisomnom prejave Ziakov
teda popisuje kvalitu hibky skiimania a procesu matematického myslenia, ale
s ohl'adom na odbornu formulédciu postupov a najdenych zaverov.

Tabul'ka 5.4: Sestiiroviiovd rubrika pre hodnotenie vyuZivania matematickej argumen-
tdcie v pisomnom prejave Ziakov

A A A AR A A

UROVEN POPIS VYKONU ZIAKA
Pisomna sprava pozostava len z domnienok a ivah, je radou
1. nestruktirovanych udajov. V texte nie je vobec vyuzitd matematicka
terminoldgia.

Pisomna sprava sa neopiera o existujice fakty. Vyuziva zdkladnua
2. matematickt terminolégiu, ale matematicka argumentacia absentuje
alebo nie je jasna.

Pisomna sprava obsahuje ob¢asni matematickti argumentaciu, avsak
v ramci celého rieSenia chyba matematické zdovodiiovanie.

Argumentdcia sa opiera o informécie potrebné pre pracu
4. s matematickym textom. Pouzité zd6vodiiovanie pripomina
matematicky dokaz.

Pisomna sprava obsahuje matematické dokazy podporené matematickou
5. argumentdciou, ale nie st vysvetlené vSetky prepojenia medzi
jednotlivymi bodmi spravy alebo medzi zadaniami a rieSeniami tloh.

Vysledna pisomna sprava predstavuje suvisly matematicky text
6. organizovany v logickom slede. V pisomnom prejave je plne vyuzita
matematickd argumentacia a matematické dokazy.

(Bulkovd, 2017)

V tradi¢nom ponimani Skolskej matematiky st Ziaci zvyknuti na jednotnu for-
mu zapisu a rieSenia zadanych problémov: zapis, rieSenie, skiiska a odpoved.
Pri rutinnych a Standardnych slovnych problémoch to predstavuje standardny
formalny postup Ziakov. Samozrejme, formalna stranka zapisu matematického
rieSenia je dolezita aj pri rieSeni otvorenych matematickych problémov. Ale, ako
uz bolo spominané, z povahy otvorenych matematickych problémov vyplyva, Ze pri
formulovani pisomnej spravy je sprievodny text k rieSeniu nevyhnutny. A jednou
z podmienok pri zostavovani zaverecnej pisomnej spravy rieSenia otvoreného



matematického problému je, aby textu rozumel aj Citatel, ktory nebol oboznameny
so zadanim problému.

Pre hodnotenie jasnosti a Citatel'nosti textu je preto potrebné brat do uvahy
doteraz spomenuté zasady (plynulost textu, dplnost, spravna terminolégia),
spolu s kompetenciou tvorivého pisania. A teda rubrika pre hodnotenie jasnosti
a Citatel'nosti textu (tabul'ka 5.5) v pisomnom prejave Ziakov popisuje kvalitu $tylu
pisania a formy celkového textu.

Tabul'ka 5.5: Sestiiroviiovd rubrika pre hodnotenie vyuZivania matematickej argumen-
tdcie v pisomnom prejave Ziakov

A 0 A A 0
UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA

Text nie je jasny, $tylizacia a vyber slov nie st prijatelné. Citatel, ktory
zadanie nepoznd, by nevedel urcit o ¢o v zadani ide.

1.

Text nie je Uplne jasny, jazykova Stylizacia a vyber slov sd jednoduché.
2. Citatel, ktory zadanie nepozna by vedel pribliZne uréit, akej témy sa
zadanie tyka.

Text je miestami jasny, miestami nie. Jazykova Stylizacia a vyber slov
3. st jednoduché. Citatel, ktory zadanie nepozna by vedel pribliZne uréit,
akej témy sa zadanie tyka.

Text je z vacSej miery jasny ako nejasny, jazykova Stylizacia a vyber slov
4. su zvacsa efektivne a koreSponduju so zadanim. Citatel, ktory zadanie
nepozna by vedel urcit podstatu rieSeného problému.

Text je Stylisticky jasny. V texte sa vyskytuju menSie chyby, ale do
5. Citatelnosti textu nezasahuju. Citatel, ktory sa nestretol so zadanim sa
v rieSen{ vie zorientovat a vie urcit aky problém Ziaci riesili.

Text je Stylisticky jasny, neobsahuje chyby zasahujice do podstaty
6. spravnosti rie$enia. Citatel, ktory sa nestretol so zadanim, sa v rie$en{
vie zorientovat a je schopny bez pochyb urcit, aky problém Zziaci riesili.

(Bulkovd, 2017)

Nie je nevyhnutné, aby Ziaci pri tvorbe pisomného rieSenia za kazdi cenu vytva-
rali pribeh alebo zbytoc¢né suvetia. AvSak, zo samotnej definicie otvorenych ma-
tematickych problémov vyplyva ocakavana otvorena odpoved. Tvorba stuvislého
matematického textu tak vyzaduje podporu schopnosti dostatoCnej argumentacie
v spojitosti s tvorivym pisanim pre pribliZenie situacie ¢itatel'ovi. Pomocou rubrik
pre hodnotenie pisomného prejavu v matematickom texte mozno vidiet, a pripadne
ziakov upozornit na vzniknuté nedostatky v pisomnom rieseni.

Svytvaranim zaverelnej spravy, ako pisomného rieSenia otvorenych matematic-
kych problémov, stivisi ohodnotenie kvality matematického riesenia, ako vystupu



matematického skiimania. Vzhl'adom na pestrost a va¢s pocet moznych spravnych
rieSeni, ktoré vedia Ziaci v ramci procesu skiimania vytvorit, sa pyta popisanie
kritérii kreativity ako sledovaného a hodnoteného atribitu v pisomnych Ziackych
rieSeniach otvorenych matematickych problémov. Nie je mozZné totiz striktne roz-
hodnut, ktory zo spravnych postupov rieSenia a spravnych rieseni ako vystupov
je lepsi a hodnotnejsi. Kreativita ako sledovany atribut pri rieSeni problémovych
tiloh bola teda sledovana pomocou kritérif definovanych podl'a Zaka (2004): origi-
nalita (tabul'’ka 5.6), spravnost vysledku (tabul'’ka 5.7) a aplikovatel'nost vysledkov
a hodnota vysledkov pre d'alSie skimanie (tabul'ka 5.8).

Kreativita predstavuje schopnost, vdaka ktorej je mozné tvorit myslienky,
predstavovat si nieCo nové alebo nie¢o nové vymysliet. Je potrebné si uvedomit,
Ze kreativne myslenie v matematike, aj vo vSeobecnosti, nie je zaloZené na vy-
tvoreni niecoho z nicoho. Originalne myslienky spocivaji v objavovani a spajani
existujicich vedomosti a vo vyuZzivani dostupnych informacii (Zak, 2004). Z tohto
dovodu je sledovany dovtip ziakov pri vyuzivani dostupnych informaécif a pri ich
prepdjani s osvojenymi vedomostami v rubrike pre hodnotenie miery originality
v pisomnych Ziackych rieseniach (tabul’ka 5.6).

Tabul'ka 5.6: Sestiiroviiovd rubrika pre hodnotenie miery originality v rdmci kreativ-
neho myslenia

OR A A

UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA

1. Myslienky su len kopirované alebo preformulované zo zadania.

Myslienky st vyberané len zo zakladnej témy, ktorad problém zahfna.
2. Preformulovanim problému a jemu blizkych definicii bol vytvoreny
zaver tak, aby vyhovoval zadaniu.

Myslienky st vyberané aj z tém, ktoré st pribuzné zakladnej téme

3 zadania.

4 Myslienky su vytvorené origindlnym popisom a spojenim pojmov
' a predpokladov viacerych tém, ktoré stuvisia so zadanim.

5 Myslienky st spajané a kombinované prevaZne originalnym sp6sobom
' a spolocne vytvaraju prispevok s vopred premyslenym zamerom.

6 Myslienky st kombinované originalne, prekvapujicim spésobom

problém riesia a vytvaraji novy podnet k pokracovaniu skimania.
(Bulkovd & Ceretkovd, 2017b)

Co sa tyka spravnosti Ziackych rieseni, doteraz bol pri vytvarani rubrik brany
ohl'ad najma na postup rieSenia bez ohl'adu na spravnost konec¢ného vysledku.
Pre vyhodnotenie rieSeni, respektive pre vyjadrenie irovne spravnosti rieSenia sa



sledovala urcita hranica, do akej miery vzniknuté chyby alebo nejasnosti zasahuju
do toho, aby zapisany vysledok bol korektny. To znamen4, Ze sa sledovala miera
spravnosti rieSenia. Je totiZ nevyhnutné, aby pri vytvarani zaverov v rieSeniach
boli splnené poziadavky, ktoré z problému vyplyvaju. Definovanie konceptov, vy-
tvaranie rovnic, odévodnenie predpokladov a preukazanie platnosti zaverov musi
byt stuvislé a spravne. UZ samotné zadanie otvoreného matematického problému,
charakter matematického textu, je akymsi ,,odrazovym mostikom* pre vyber
relevantnych informacii. Prostrednictvom rubriky pre hodnotenie spravnosti
vysledkov a zaverov (tabul'ka 5.7), je tak moZné sledovat a urcit mieru spravnosti
konecnych zaverov, ale aj mieru spravnosti a relevantnosti udajov, ktoré Ziaci vo
svojom rieSeni vyuzili.

Tabul'ka 5.7: Sestiiroviiovd rubrika pre hodnotenie sprdvnosti vysledkov v rdmci
kreativneho myslenia

PR A 0 D 0 A A RO
UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA
1 Vysledok nie je spravny. Niektoré informdcie nie st presné. Myslienky st
' zaloZené na nespravnych hypotézach.
2 Vysledok ako celok nie je spravny, nie je suvisly. Informacie st
' roztrusené a nie su uplne zrozumitel'né.
Vysledky st ¢iastocne spravne, avsak kvéli chybajicim detailom
3. alebo Casti nerelevantnych informacii je spravnost vysledného zaveru
neuplna.
4 Vysledky sa skladaju z uzito¢nych informacii, z relevantnych zdrojov, ale
' vyskytnuté nejasnosti zasahujui do spravnosti vysledného zaveru.
5 Vysledky st zvacsa presné, drobné nepresnosti alebo chybajice detaily
' neovplyviiuju spravnost vysledného zaveru.
6. Vysledky st presné a podporené dékazmi.

(Bulkovd & Ceretkovd, 2017b)

Nové myslienky eSte nemusia byt nevyhnutne aplikovatel'né pre konkrétny problém,
pripadne privy$Sej irovni, pre podobné alebo iné problémy. Jedna z najstandard-
nejsich chyb v ziackych rieSeniach je zapricinena nepozornostou a nerozvaznostou.
Je pomerne Casté, Ze ziaci vyvodia zaver, ktorého platnost vSak neoverili, asponi
na jednom konkrétnom priklade. Kritérium aplikovatel'nosti je tak postavené na
troch dolezitych faktoroch: kazda myslienka nie je sama o sebe nespravna, kazda
myslienka musi byt overena a undhlené zavery nemusia byt spravne. Overenie
platnosti vytvorenych zaverov tieZ pontka istd moZnost kontroly, skusky. Navyse,
uvedomovanie si aplikovatel'nosti zaverov, aj v SirSom ponimani danej problematiky,



dopomaha k potrebe hl'adania vSeobecného pravidla alebo vlastnosti, ktora moze
byt pre vyslednu kvalitu kIicova. Na zaklade tychto predpokladov boli popisané
urovne pre hodnotenie kritéria aplikovatel'nosti zaverov a hodnoty pre dalsie
skimanie, opéat, v Sesttirovnovej rubrike (tabul'ka 5.8).

Tabul'ka 5.8: Sestirovriovd rubrika pre hodnotenie miery aplikovatelnosti zdverov
a hodnoty zdverov pre dalsie skiilmanie v ramci kreativneho myslenia

APLIKOVA 0 AVEROV A HODNOTA PRE D2 A
UROVEN | POPIS VYKONU ZIAKA

Zaver nereprezentuje nastroj pre vyrieSenie problému ani nesluzi na iné

1. .
ucely.

Zaver obsahuje prvky rieSenia niektorych ¢iasto¢nych problémov, ale
2. nie problému ako celku. Myslienky su uZito¢né pre rieSenie konkrétneho
problému alebo situacie.

Zaver prezentuje nastroj pre vyrieSenie konkrétneho problému, ale jeho
3. zovSeobecnenie alebo vSeobecné oddvodnenie by vyzadovalo d’alSie
roz$irenie.

Zaver prezentuje dolezity nastroj pre vyrieSenie rovnakého problému,
4. problému s podobnym kontextom alebo blizkej discipliny. Je mozZné
urobit' s men$imi dpravami univerzalny nastroj.

Zaver prezentuje univerzalny nastroj pre vyrieSenie problému
s rovnakym alebo podobnym kontextom alebo blizkej discipliny.

6. Zaver predstavuje univerzalny nastroj pre rozne discipliny.

(Bulkovd & Ceretkovd, 2017b)

PririeSeni otvorenych matematickych problémov, ako samostatnej prace, si rieSitel
buduje svoje kIicové kompetencie a rozvija svoju uroven matematickej gramot-
nosti. Prostrednictvom rubrik, ako hodnotiaceho nastroja, je mozné v time ziakov,
pripadne aj u Ziaka ako jednotlivca, sledovat vyvoj matematického myslenia a vy-
branych kompetencii, ako aj poskytnutie istej formy spatnej viazby, formativneho
hodnotenia.






6/
APLIKACIA SYSTEMU RUBRIK
PRI HODNOTENI PISOMNYCH RIESENi

Rubriky boli vytvorené ako objektivny nastroj pre hodnotenie pisomnych Ziackych
rieSeni otvorenych matematickych problémov. K rieSeniu otvorenych matematic-
kych problémov pristupuju zZiaci tvorivo, pricom vychadzaji najma z vlastnych
vedomosti. Pri hodnoteni rieSenia je teda potrebné sustredit svoju pozornost na
jednotlivé kroky rie$enia, na tivahy a na pouZité argumenty. Uroveti vykonu Ziakov
sa potom odraza v rubrikach, ako hodnotiacom nastroji.

Uz zostavené rubriky boli aplikované na hodnotenie Styroch ro¢nikov timovej
sutaze Matematicky B-den, ktorych témami boli: Vyborna sada hracich kociek
(2016), Sipové hodiny (2017), Hadikovo hniezdo (2018) a Spoj a panuj (2019). Na
vybranych prikladoch zo spomenutych ro¢nikov bude najprv ukdzana priama
aplikacia rubrik pre hodnotenie ako aj pre zostavenie spatnej vazby pre rieSitelov
otvorenych matematickych problémov. Nasledne, Studentom ucitel'stva pre pri-
marne vzdelavanie bol predloZeny set s problémami rozneho charakteru, ktoré
boli Cerpané z iloh Matematickej olympiady pre Ziakov prvého stupiia zakladnych
$kol. Ako ukazka aplikacie rubrik pre hodnotenie pisomnych rieSeni boli vybrané
dva z riesSenych problémov.



Tabul'’ka 6.1: Skratky pre kédovanie hodnotenych atribtitov

Hodnotenie rieSeni problémov s .
. . Pl Matematické kompetencie MKom
zo zakladného zadania
Hodnotenie rieSenia hlavného Procesy objavného vyucovania
. . ; HZ_IBL
zadania v matematickom modelovani
Obsah pisomnej spravy ppO
Pisomny prejav ziakov Matematicka argumentacia pPpA
Jasnost a ¢itatelnost textu ppJ
Originalita krO
. Spravnost vysledkov a zaverov krS
Kreativita P Y
Aplikovatelnost zaverov a hodnota
1% . . krA
pre dalsie skimanie

V oboch pripadoch hodnotenie jednotlivych aspektov bolo kddované ¢iselnym ozna-
¢enim konkrétneho problému, skratkou hodnoteného atribuitu (podla tabul'ky 6.1)
a hodnotou, ktora bola rieSeniu priradena na zaklade prejavenych schopnosti.
Napriklad, ak bola v rieseni problému 5a pozorovatel'nd matematicka argu-
mentacia na Stvrtej urovni, bol danému timu prideleny kéd 5a_ppA (hodnotenie
matematickej argumentacie v probléme 5a), pricom mu bola priradena hodnota
4. Ak tim Ziakov v rieSeni hlavného zadania potvrdil svoje predpoklady a Ziaci
vytvarali usudky, teda piata droveii v hodnoteni procesov objavného vyucovania,
kéd hodnoteného atribitu pre dany tim bol HZ_IBL s priradenou hodnotou 5.

6.1
Aplikacia rubrik pre hodnotenie pisomnych ziackych rieSeni
v sutazi Matematicky B-den

Vytvorenym systémom rubrik boli pisomné Ziacke rieSenia sutaze Matematicky
B-den hodnotené s ohl'adom na to, ¢i sa jednalo o problémy z casti zakladnych
zadani alebo o hlavné zadanie. RieSenia problémov zo zakladného zadania boli
hodnotené na zaklade pozorovanych matematickych kompetencii Ziakov. Samotné
problémy v zakladnom zadani zvyknud byt formulované a zostavované tak, aby
ziakov viedli k hlbSiemu porozumeniu problematiky pre nasledné modelovanie
situdcie. RieSeniam problémov bola priradena hodnota od 1 aZ po 5 na zaklade
toho, akud uroven matematickych kompetencii ziaci vo svojich rieSeniach prejavili.
Ked'Ze hlavné zadanie bolo uz zamerané na vytvaranie matematického modelu,
prejavenie vys$sich matematickych kompetencii uz bolo predpokladané. RieSeniam
hlavného zadania tak bola priradena hodnota od 1 po 6 podla rubriky pre hodnotenie



urovne prejavenych procesov objavného vyucovania v matematickom modelovani.
Dalsie dva atributy, pisomny prejav Ziakov pri vytvarani matematického textu
a miera kreativity prejavenej pri rieSeni otvorenych matematickych problémov,
boli pozorované pri vSetkych jednotlivych problémoch zakladného zadania, ako
aj v hlavnom zadani, na vSetkych trovniach, teda na stupnici od 1 po 6.

Sipové hodiny
V prvej ukazke bola vybrana dokazova tloha a k nej vybrané Styri Ziacke rieSenia,
z ro¢nika sitaze Matematicky B-deti 2017 s nazvom ,Sipové hodiny*:

s vrs

Problém 6.1: ,DokdZte, Ze plati: Kazdé Cislo je cielovy bod, ak ¢islo a a Cislo n st

) 2w

nestidelitelné." (Matematicky B-deti 2017: Sipové hodiny).

Pre objasnenie problému je potrebné priblizit niektoré skuto¢nosti zo zadania.
Tvrdenie ma byt vo vSeobecnosti platné pre predpis x — ax + bv Sipovych hodi-
nach, ktoré maju cifernik rozdeleny na n rovnakych casti. Po¢iato¢nym bodom je
myslena premennda x € {1,2, ..., n} na ciferniku $ipovych hodin. Cielovy bod je teda
odvodeny od hodnét a, b € N. Ziaci si pre dokazanie tvrdenia mohli vybrat I'ubo-
vol'nu stratégiu a prostriedky. Cielom bolo dokazat, Ze kazdy z bodov cifernika je
zaroven aj cielovym bodom pre ind 'ubovol'nd hodnotu z cifernika sipovych hodin
RieSenie 6.1.1: ,Kazdé Cislo je cielovy bod, ak ¢islo a a Cislo n st nestdelitel'né.
Pod’'me na to sporom. Vieobecne plati: yx = x(mod(n)). Aby to vSeobecne platilo
pre sudelitel'né a a n, y by tiezZ muselo byt stdelitel'né s n a delitel'né a. To vSak
nevieme zabezpecit, ked dosadzujeme za y vSetky Cisla. Preto si myslime, Ze
to dokazuje, Ze kazdé ¢islo je cielovy bod, ak ¢islo a a €islo n st nestudelitelné.”

RieSenie 6.1.2: ,Teraz dokazeme, Ze kazdé Cislo je cielovy bod, ak ¢islo a a ¢islo
n su nesudelitel'né pre pravidlo x — ax. Ich NSD je 1, preto n/NSD(n,a) = n,
takZe ndm vznikne n-uholnik, kde kazdy bod bude cielovym bodom."

RieSenie 6.1.3: ,Vieme, Ze ak aa a 11 sd nesudelitel'né, kazdy bod je cielovy.
Ako sme uz spominali, aj pre NSD = 1, nedokdZeme vybrat pred zatvorku ziadne
¢islo okrem 1, a teda kazdé ¢islo je zastipené prave raz.”

RieSenie 6.1.4: ,Kazdé cislo je cielovy bod, ak ¢islo a a n s nesudelitelné.
UvaZujme a a n sudelitel'né, potom existuje celé k, pre ktoré plati k-a = n.



Dosadzujme za Cisla x postupne po n. Dostavame cielové body a, 2a, 3a, neskor
prekrocia k.a budu k — a + 2a, ale k(mod k. a) st to znova iba ¢isla q, 2aq, 3a,...

Co je v spore s tym, Ze kazdé ¢islo po n je cielovy bod, ¢o nie je mozné, lebo
cielové body st iba nasobky c¢isla a.“

Ziaci vo svojich rie$eniach prejavili réznu tiroverti svojich vedomosti a schopnosti.
Pisomné Ziacke rieSenia vybranej dokazovej ulohy majui odlisnu formu a zZiaci si
zvolili odli$né stratégie. Dva timy Ziakov z vybranych ukazok riesenti si zvolili ako
stratégiu dokaz sporom. V rieSeni 6.1.1 sa Ziaci sice priamo odvolavaji na vyuzitie
dokazu sporom, avSak negacia zadanej implikacie, nie je celkom jasne formulovana.
Ziaci uzatvaraju dokaz len na zaklade ich domnienky a bez podlozenych platnych
zaverov. Na rozdiel od nich, Ziaci v time z rieSenia 6.1.4 spravne sformulovali
predpoklad pre skonsStruovanie dékazu. Prijeho vytvarani vSak Ziaci nedefinovali
niektoré premenné a vztahy, ktoré v rieSeni udavaju. Ostatné dve ukazky repre-
zentuju riesSenia, kde Ziaci ¢iasto¢ne formulovali svoje predtym zistené zavery
(riesenie 6.1.2) alebo len preformulovali problém tak, aby rieSenie vyhovovalo
zadaniu a javilo sa ako jeho korektne rieSenie (rieSenie 6.1.3).

Vyuzitim systému rubrik a priradenim dosiahnutej zodpovedajicej trovne
kaZzdému rieSeniu pre jednotlivé hodnotené atributy (tabul'ka 6.2), dosiahneme
prehladné porovnanie vyslednej irovne vykonov zZiakov v rieSeni otvorenych
matematickych problémov.

Tabul'’ka 6.2: Hodnotenie rieseni vybraného problému zo zdkladného zadania z prob-
lému 6.1

Pisomny prejav Ziakov Kreativita
MKomp Spolu
PP_O PP_A PP_] KR_ O | KR.S | KR_A
RieSenie 6.1.1 1 4 3 2 3 2 18
RieSenie 6.1.2 2 3 2 2 2 2 1 14
RieSenie 6.1.3 1 2 1 1 1 1 1 8
RieSenie 6.1.4 4 5 5 4 3 4 4 29

Hadikovo hniezdo
V druhej ukazke bude uvedené vybrané rieSenie hlavného zadania ro¢nika sutaze
Matematicky B-deii 2018 s ndzvom ,Hadikovo hniezdo“ (Matematicky B-dei1 2018:
Hadikovo hniezdo).




Problém 6.2: ... Navrhnite najmens$iu moZnu prikryvku pre hada, ktory ma
diZzku 15 cm. ... Vyberte si typ hada a tvar prikryvky, ktorymi sa budete dalej
zaoberat. Experimentujte. OpiSte stratégiu pozicie pre vSetky moZné pozicie
hada. Najdite prisluSny minimalny obsah prikryvky. Vysvetlite, ze vSetky pozicie
hadaje mozné prikryt prikryvkou na zaklade stratégie pozicie, ktoru ste opisali
v C. Odstrihnite z prikryvky kasky ale tak, Ze prikryvka bude stale vyhovovat
podmienkam problému.“ (Matematicky B-den 2018: Hadikovo hniezdo).

Celé zadanie o hladaninajmens$ej plochy pre 15 centimetrovi krivku bolo zostavené
na zaklade kostry, ktora tvori aj hlavné zadanie daného ro¢nika. Ziaci od za¢iatku
experimentovali s vybranymi Gtvarmi: kruh, polkruh, obdiznik a iné $tvoruholniky.
V hlavnom zadani boli Ziaci vyzvani, aby jednak vybrali plochu, ktoréa je pre pouZzi-
tie prikryvky vhodna a vyuzili vSetky svoje zistenia, na ktoré prisli v zdkladnom
zadani. RieSenie hlavného zadania by mal predstavovat zZiakmi vytvoreny mate-
maticky model, teda forma pisomnej spravy by mala byt komplexnejSia a obSirnej-
$ia. Vytvorenie matematického modelu vyzaduje viac ako reprodukciu znamych
vzorcov a postupov (Tatsis & Maj, 2010). V ramci vychovno-vzdelavacieho procesu
hovori Weinhandl & Lavicza (2021) o tzv. reaktivnom matematickom modelovani,
¢o znamena, Ze rieSenie zadaného problému alebo situacie Ziaci popisujd najma
pomocou pre nich znamych matematickych konceptov. Pre ukazku bola vybrana
Cast rieSenia tak, aby nebola naruSena autenticita rieSenia ziakov, ani znizena
dosiahnutd aroveti rieSenia.

RieSenie 6.2.1: ,Jedna Usecka v naSom obale musi mat 15 cm (ostatné mozu
byt kratS$ie). UvaZujeme teraz umiestnenie ,I'ah$ich” pripadov krivky (daja sa
lahsie zistit a ak to pre ne neplati, nema zmysel uvazovat dany pripad dalej).
Zacali sme uvazovat nad polkruhom s polomerom?7,5 cm. Lahsie pripady tu
krasne sedia (napriklad Ze krivku budeme ohybat v strede). V tomto pripade
to kruznica krasne ,vykryje“. ﬁalej mozeme eSte uvazovat ,skriutenu” krivku,
ktora ma podobu kruhového vyseku, ktory ma vel'kost 15 cm a jeho stred
umiestnime na kolmicu. Pekne vidno, Ze pre uhol kruhového vyseku vac¢si ako
180 stupniov (pripad 1 a 2), ked umiestnime dolné body na AB, tak to nemdZze
pretf-¢at z nasho polkruhu. Dalej pre pripad, Ze je uhol rovny 180, je to mens{
polkruh (podobny s vac¢sim, pripad 3), teda tieZ nemdZe pretfcat, no a pre uhly
vacsie ako 180 a menSie ako 360 (pripad 4) ho tieZ vieme vopchat dnu (funkcia
polomeru od uhla kruhového vyseku s 15 centimetrovou obvodom kruhového
vyseku). Nakoniec pre pripad, Ze je to cely kruh, dostaneme polomer okolo
2,4 cm a to tieZ vyhovuje (obrazok 6.1 - A).



Obrdzek 6.1: Ziacke riesenie 6.2.1 k ukdzke problému 6.2

Pre dalsie netrivialne pripady sme sa rozhodli rozdelit krivku na polovice
ajej stred sme umiestiiovali na CS (obrazok 6.1 - B). Toto sme potvrdzovalilen
experimentalne (pre zlozitost vypoctov a nedostatok ¢asu) pre krivky, ktoré
sa nepretinajd. Dalej sme z tejto kruZnice sme ukrojili dva krat$ie obliiky tak,
aby nam vznikol pravouhly trojuholnik s odvesnami 7,5 a 15 centimetrov, ktory
mal mensi obsah. Tu ndm experimenty tieZ potvrdili, Ze atvar by mal fungo-
vat, rovnako sme otestovali aj rovnoramenny pravouhly trojuholnik s vyskou
7,5 centimetra a zakladniou 15 centimetrov. Pri rovnoramennych krivkach sme
umiestniovali jej bod prieniku na vysku trojuholnika. Z trojuholnikovej nerov-
nostil'ahko vyplyva, Ze v tomto pripade bude cela rovnoramenna krivka vnutri
trojuholnika. Dalej sme skti$ali kruznicové obliky s dizkou 15 centimetrov
ktoré tieZ vyhovovali a reprezentovali sme ich ako funkciu polomeru vyseku od
uhla kruhového vyseku s 15 centimetrovou dizkou obliika a zopar nahodnych
kriviek. Na vysku sme jednoducho polozili stred krivky a experimentalne sa
nam to tiez potvrdilo.”

V rieSeni je vidiet, Ze zZiaci sa odvolavaji na predtym ziskané vysledky z rieseni
problémov v zdkladnom zadani. Na zaciatku si stanovili, aké vzdialenosti je po-
trebné vdanom dtvare zarucit (napriklad 15 cm dlhud dsecku pre ,vystretd polohu
hada“). Nasledne si stanovili hlavny princip, na zaklade ktorého budu krivku do
utvaru vkladat, a teda stred krivky bude lezat na osi simernosti vybraného utva-
ru. Hlavnou met6dou, na ktord sa Ziaci vo svojom rieSeni najviac odvolavali, bolo
experimentovanie, aj ked’ v rieSeni hlavného zadania vyuzili mnoho poznatkov,
ku ktorym sa dopracovali poc¢as rieSenia zakladného zadania. K rieSeniu hlavného
zadania Ziaci priloZili viacero obrazkov, ktoré sd na¢rtnuté len vlastnou rukou.
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Vysledny zaver rie$enia hlavného zadania nie je jednoznaény. Ziaci sice opisujt
niekol'ko moZnych rieSeni, avSak pri dodrziavani odporucanej kostry, koncia pri
experimentovani. Dalej uz nesktimaju, ¢i zadany itvar ma skuto¢ne najmensi mozny
obsah. Na hodnotenie rieSenia hlavného zadania bol opéat aplikovany vytvoreny
systém rubrik pre hodnotenie zvolenych atributov (tabul'ka 6.4):

Tabul'ka 6.4: Hodnotenie riesenia hlavného zadania (problém 6.2)

Pisomny prejav Ziakov Kreativita
HZ_IBL Spolu
PPO | PPA PPJ | KR.O | KRS | KR_A
RieSenie 6.2.1 3 4 4 4 3 4 4 30

Rubrika svojou podstatou predstavuje hodnotiaci nastroj, v ktorom mozno popisat
na roznych urovniach vykon Ziakov. Ako uz bolo spominané, okrem hodnotiacej
funkcie plni aj informativnu funkciu o Ziakovom vykone, nielen pre ucitela, ale
aj pre ziaka samotného. Poskytuje tak moznost’ vidiet $tyl premyslania ziakov,
schopnost spracovat informacie a pozorovat nedostatky.

Ukazka: ,Pri pisani zaverecnej spravy ste vyuzili spravnu matematicku ar-
gumentaciu a svoje tvrdenia ste podlozili postacujucimi dokazmi. Zaverec¢na
sprava ma suvislu a jednotnu Strukturu a tvori jeden celok, aj napriek tomu,
Ze rieSenia dloh st rozdelené do kapitol. Celistvost moze narusat netuplnost
rieSeni a nezainteresovany Citatel by tak nemusel porozumiet podstate prob-
lému. Napriek tomu, vaSe rieSenie je origindlne a matematicky hodnotné. Pre
komplexnost rieSenia by bolo potrebné vase myslienky viac rozvinut a popisat.”

Vyuzitie rubrik predstavuje jednoduchy a rychly nastroj pre vytvorenie spitnej
vazby, ktora v SirSom slova zmysle tieZ slizi pre podchytenie Uspechu, ale aj pre
poucenie sa z chyb (Reitmayerova & Broumova, 2007). Zo slovnych popisov vy-
konu zZiakov, ktoré su formulované v rubrikach, bola vytvorena spatna vazba pre
zucastnenych riesitel'ov sutaze.



6.2
Aplikacia rubrik pre hodnotenie pisomnych rieSeni Studentov pre
primarne vzdelavanie

Rubriky boli aplikované aj pre hodnotenie pisomnych rieSeni Studentov uci-
tel'stva pre primarny stupen. V ramci pripravy pre budice povolanie ucitela, boli
Studenti vyzvani pracovat na rieSeni matematickych problémov s r6znou mierou
otvorenosti. TaktieZ boli Studenti upozorneni na to, Ze rieSenie problémov ma mat
charakter pisomnej spravy, teda aby popisali jednotlivé kroky svojho rieSenia.

Ako ukazka pre aplikaciu rubrik ako hodnotiaceho nastroja boli vybrané rie-
Senia Studentov Studijného programu Ucitel'stva pre 1. stupen zakladnych Skol.
Vyskumu sa ziéastnili $tudenti na univerzitach v Ceskej republika aj v Slovenskej
republike. Pre pribuznost oboch boli ponechané opat pévodné rieSenia Studentov
tak, aby sa pri preklade nezmenil vyznam pisomného rie$enia. Studenti rieseili
dva z problémov Matematickej olympiddy pre Ziakov 5. ro¢nika zdkladnej Skoly.

Farebny S$tvorec

Problém 6.3:,Na obrazku (6.2) je Stvorec rozdeleny na 25 Stvorcekov. Vyfarbite
Stvorceky piatimi farbami tak, aby platilo: Kazdy maly Stvorcek je vyfarbeny
jednou farbou, v Ziadnom riadku ani Ziadnom stipci nie st dva §tvoréeky rov-
nakej farby a Ziadne dva rovnako farebné Stvorceky sa nedotykaju stranou ani
vrcholom.” (Matematicka olympiada, 2014, s. 1).

Obrdzok 6.2: Obrdzok k zadaniu problému Farebny stvorec




Problém ,Farebny Stvorec” pripomina matematickd hadanku latinskych Stvorcov,
avSak s uvedenou podmienkou naviac, a to Ze sa Stvorce nesmu dotykat ani diago-
nalne. Problém ma kombinatorickd povahu a z hl'adiska kategorizacie problémov
podla otvorenosti sa jedna o problém s otvorenou cestou (napr. $tyl systematizacie
pri vyfarbovani jednotlivych Stvorcekov) a otvorenym cielom (problém ma viac
rieSeni). UkaZzky rieSeni Studentov boli vybrané tak, aby pokryvali rozne postupy
Studentov, ako aj priblizili r6znu mieru ich pisomného prejavu.

RieSenie 6.3.1: Pripravila jsem si 5 barev (modr4, cervenad, zelend, oranzova,
fialova) a podle zadani jsem si vybarvila kazdy ¢tverec jinou barvou, ale mu-
sela jsem si davat pozor, aby v fadku a ani ve sloupci nebyly 2 ¢tverecky stejné
barvy. Zacala jsem prvnim fadkem a prvnim sloupcem. Postupné jsem stiidala
barvy, aby splnila prvni 2 body. Vybarvila jsem kazdy ¢tverecek v celém Ctverci.
V obou dvou uhlopiickach mam vzdy jen jeden ¢tverecek stejny a nakonec na
kaZzdé strané a vrcholu se mi vzdy dotyka ¢tverec s jinou barvou (obrazok 6.3).

Obrdzok 6.3: Studentské riesenie 6.3.1 problému Farebny $tvorec

Na tvodnej ukazke mézeme pozorovat najcastejsi problém toho, akym sposobom
Studenti podavaju svoje pisomné riesSenie. V rieSeni 6.3.1 nie je popisany postup,
akym spésobom jednotlivé Stvorceky vyfarbit, ale technika spracovania. V rieSeni
chyba popisanie systematickosti a teda popisany algoritmus, ktorym sa Studentka
k vyslednému rieseniu dostal. Tymto sa vytraca matematicky podtext a nemozno
teda pozorovat matematické kompetencie, ani smer matematického myslenia.



RieSenie 6.3.2:, 1. krok: Nakreslim si velky ¢tverec, ktery bude mit 25 malych
¢tvereckd. V prvnim fadku vymaluji ¢tverecky, tak, aby mél kazdy jinou barvu.
Kazdy ctverecek v prvnim radku se barevné lisi (obrazok 6.4).

Obrazok 6.4: Postup Studentského riesenia 6.3.2 problému Farebny Stvorec

2.krok: Nyni se dostavame k druhé radé. Nasim tikolem je, aby se Zadna z barev
neopakovala, jak ve sloupci, fadku, tak ani v uhlopricce. Podminkou je také, Ze
se dany Ctverecek nesmi dotykat vrcholem ¢tverecku stejné barvy v dalsSim
radku.

3.krok: Nesmi dojit k témto variantam! Pokud bych v druhém radku dala modry
Ctverecek na prvni misto, byla by modra 2x vjednom sloupci, coz v podminkach
je zakazano.

4. krok: Pokud bychom dali modry ¢tverecek na pozici dva. Nespliiovalo by to
opét zadani, protoze modra by se opét dotykala modrého vrcholu a zaroven
byly dva modré ¢tverecky v uhlopricce, coz také byt nemize. Tato varianta je
také nevhodna (obrazok 6.5).

Obrazok 6.5: Postup Studentského riesenia 6.3.2 problému Farebny $tvorec



5. krok: Zkusim tedy ¢tverecek posunout na pozici ¢islo 3 (obrazok 6.6 — A).
Tady se nam nepotkavaji dvé stejné barvy ani v dhlopricce, ani v fadku, a nejsou
spojeny ani vrcholy. Tato varianta je vhodna. Doplnim tedy barvy tak, jak jsou
za sebou v prvnim adku, jenom o dvé mista posunuté.

6. krok: Nyni splilujeme veSkera stanovend pravidla. Ve tfetim faddku modrou kos-
ticku posuneme opét o dva ¢tverecky dal oproti fddku druhému (obrazok 6.6 - B).
Pokud bychom modrou kosticku posunuli jenom o jednu pozici, dotykaly by se
modré barvy opét u vrcholid. Posuneme ji tedy od dvé pozice smérem doprava.
Tak samo posuneme i ostatni barvy v radku.

Obrdzek 6.6: Postup Studentského rieSenia 6.3.2 problému Farebny Stvorec

7.krok: Ve ¢tvrtém radku posunem modrou kosticku opét o dvé pozice dal, nez
je modra kosticka ve tretim radku. Opét jsme dodrzeli veskera pravidla a zadna
z barev se nam nikde nedotyka (obrazok 6.7 - A).

8. krok: Nyni se dostavame k poslednimu kroku nasi prace. Modrou kosticku
posuneme o dvé pozice smérem doprava. Ostatni barvy se posunou také. Poiradi
barev nijak neménime.



Obrazok 6.7: Postup Studentského rieSenia 6.3.2 problému Farebny $tvorec

9.krok: Vznikne nam tedy vymalovany ¢tverec s 25 ¢tverecky (obrazok 6.7 - B).
Kdy jsme splnili veSkera pravidla:

Ctverelky stejné barvy se nedotykaji ve svych vrcholech, ani po stranach.

V uhlopticce se nevyskytuje ctverecek stejné barvy.

V Zadném tadkuy, ani sloupci, neni jedna barva ¢tverecku vicekrat.

Oproti predchadzajicej ukazke, uvedené studentské riesenie je obsirnejsie, pod-
robnejsie a formulované tak, Ze aj nezainteresovany Citatel by vedel identifikovat
zadanie rieSeného problému. Okrem jasného popisu jednotlivych krokov obsahuje
rieSenie 6.3.2 vytvaranie istého systému v rieseni, aj ked’ v popise je vysvetleny
stroho. Bez dodanych obrazkov by bolo naro¢né pochopit vyjadrenia ako napri-
klad ,posunutie na poziciu“. V pisomnom rieSeni mozno pozorovat dodrziavanie
jednotnej argumentécie, ktora koreSponduje so zadanim, aj ked sa opat jej ma-
tematicka podstata straca. Studentské rie$enie nepredstavuje mozny nastroj pre

rieSenie problému.

Riesenie 6.3.3: Tento piiklad mé zaujal z toho diivodu, protoze si myslim, Ze
se bude resit podobné, jako kdyZz mame naptiklad vytesit sudoku. Rozdil bude
akorat v tom, Ze ja budu doplnovat barvy, a ne ¢isla. ... mame 25 ¢tvereckti a 5
barev, z ¢ehoz vyplyva, Ze stejnou barvou bude vybarveno 5 ¢tverecki. Zacala
jsem ¢tvereckem uprostifed a vyznacila jsem ho ¢ervenou barvou. Poté jsem si
udélala krizek u téch ¢tverecki, které nemohou mit také cervenou barvu, pro-
toze se napriklad dotykaji vrcholem, jsou ve stejném radku nebo spolu sousedi.
Nesmime také zapominat na thlopricky (obrazok 6.8 - A)!

Poté jsem zvolila barvu modrou a postupovala velmi podobné jako predtim
s barvou Cervenou. Zacala jsem z levé strany od prostiedniho ¢erveného ctve-
recku a dale vybarvovala (obrazok 6.8 - B).



Dale jsem zvolila barvu zelenou, se kterou jsem zacala podobné jako s modrou
a dodrzZovala stdle ty stejnda pravidla: zadné uhlopticky, Zadné radky, Zadné
vrcholy, Zaddné strany (obrazok 6.8 - C)!

Obrazok 6.8: Postup studentského riesenia 6.3.3 problému Farebny Stvorec

Mame pred sebou dvé posledni barvy: Zlutou a oranzovou. Uz zbyva pouze
10 policek, které mizeme néjakym zplisobem vybarvit. A jakym zptisobem?
Porad tim samym...udélame kiizky tam, kde barva byt nem?tiZe, protoze dané
policko nesplnuje pravidla a umistime barvu na vhodné misto. A policka pro
barvu oranzovou jsou jiz jasné a mame hotovo! Vsechna policka maji svou barvu
a vSechna spliiuji pravidla, kterymi jsme se méli ridit (obrazok 6.9)!

Obrazok 6.9: Postup studentského riesenia 6.3.3 problému Farebny sStvorec

RieSenie 6.3.3 uz ukazuje istd mieru systematickosti v postupe riesenia, kto-
ru Studentka aj primerane vysvetl'uje. AvSak v rieSeni sa nachadza niekol’ko
prvkov, ktoré narusujui troven pisomného rieSenia ako celku. Hned nespravna
interpretacia sa nachadza pri pouZiti a popisani obrazku 6.8 - A. Studentka
pouzila pravdepodobne nespravny obrazok z predchadzajicich pokusov. A tu
prave sa dostavame k nedostato¢nému slovnému postupu rieSenia. Pri udavani
policok, ktoré vyfarbime danou farbou chyba zd6évodnenie nevyhovujtcich



rieSeni. Nasledne od obrazka 6.8 - B st polia v Stvorci uvedené spravne. Avsak
aj takato nedbanlivost uz narusa pisomny prejav, a teda obsah a jasnost textu
rieSenia.

Riesenie 6.3.4: Pokousela jsem se na to prijit, Ze jen tak si do ¢tvereckd nakres-
lim barvy, ale takhle mi to viibec nevychazelo, poté jsem se nad tim zamyslela
a prisla jsem na to, Ze prvni musim zacit jednou barvou a postupné pridavat
barvy. Jako prvni jsem zacala s ¢ervenou barvou, kterou jsem dala doprostied
Ctverce. Poté jsem si oznacila mista, kde dal$i barva nemiize byt a dala jsem tam
krizky (mista jsem vykrizkovala podle toho, co bylo v zadani, barvy se nesmi
dotykat, nesmi byt vedle sebe, viradku ani ve sloupci nesmi byt dvé stejné barvy

Vv

ataké, Ze naZadné z dvou uhlopticek nesmi byt stejna barva). Poté jsem presla

vz

na prvni fadek a tam jsem si vybrala ze dvou volnych mist. KdyZ jsem si vybrala,
kde ¢ervenou barvu dam, tak jsem zase musela udélat krizky, kde dalsi cervena
nemize uz byt, mista jsem vykrizkovala a §la jsem na druhy adek. Na druhém
tfadku bylo jedno volné misto, tak bylo jasné kde ¢ervena barva bude. Poté uz
zbyvaly dalsi dvé Cervené barvy a ty uz mély svoje urcené volné misto. Jako
dalsi barvu jsem si zvolila oranzovou, tu jsem dala vedle Cervené a zase jsem
si vyznacila krizkama, kde uz oranzova nemize byt. A dale jsem postupovala
stejné jako u Cervené a takhle to Slo porad dokola s dal$imi barvami. Postup
ina obrazku (6.10).



Obrazok 6.10: Postup Studentského riesenia 6.3.4 problému Farebny sStvorec

V rieSenf 6.3.4 je uvedena ukazka s rovnakou stratégiou rieSenia ako v ukazke
rieSenia 3 problému Farebny Stvorec. Avsak, ukazuje sa trovei hlbsieho premys-
I'ania o probléme, kde v ivode rieSenia Student vysvetluje vyber svojej riesitel'skej
stratégie (aj ked’ sa jedna len o prechod od metédy ,pokus-omyl“ k ,vyluceniu
nevyhovujicich moznosti“). Student vo svojom rie$eni konkrétne opisuje vyber
vyfarbenych poli. Co vak na druhd stranu chyba danému pisomnému rie$eniu, je
spOsob uzatvorenia pisomnej spravy.

RieSenie 6.3.5: Na papir jsme si nakreslili 25 ¢tvereckd po 5 adach. Misto
barev jsme pouzivali ¢isla, aby to bylo pro nasledné feSeni jednodussi.
Nejdtivjsme si tedy prvni fadu vyplnili ¢isli od 1-5. Druhou fadu jsme vyplnili
tak, aby platili pravidla, které byli uvedeny v zadani prikladu. A to tak, Ze ¢islo
1 musi zacinat vzdy o dva ¢tverecky vpravo, nez zac¢inalo v predchozi radé.
Stejnym zplisobem jsme tak postupovali v dalSich radach.

Toto je tedy ukazka (obrazok 6.11), jak jsme ¢islo 1, vdruhé radé, posunuli o dva
Ctverecky doprava. (tedy z 1. ¢tverecku, které bylo v prvni fadé, na 3. Ctverecek
ve druhé radé).



Obrazok 6.11: Postup studentského riesenia 6.3.5 problému Farebny sStvorec

Dalsi 3. rada (obrazok 6.12) bude na stejny princip vyplnéna. Posuneme tedy
¢islo 1 o dvé policka doprava, nez zac¢inalo v prechozi 2. fadé. (ze 3. ctverecku,
které bylo ve druhé fadé, ¢islo 1 posuneme na 5. ¢tverecek ve tireti fadeé).

Obrdzok 6.12: Postup Studentského riesenia 6.3.5 problému Farebny Stvorec

Stejnym principem budeme postupovat v celé tabulce a vyjde ndm cela tabulka
takto (obrazok 6.13):

Obrdzok 6.13: Postup Studentského riesenia 6.3.5 problému Farebny stvorec

Takto nam tedy vyjde tabulka, ktera dodrzuje pravidla, ktera jsou uvedena
v zadani prikladu. Pokud bychom misto ¢islic, pouzili barvicky, tak to bude
vypadat nasledovné (obrazok 6.14):



Obrazok 6.14: Postup Studentského riesenia 6.3.5 problému Farebny stvorec

Studentské riesenie 6.3.5 je zaloZené opat na tprave jednotlivych radov, aby boli
splnené zakladné stanovené podmienky. Studentka viak vyuZila priradenie ¢&islic
k jednotlivym farbam, aj ked’ princip priradovania explicitne nepopisuje. Ciselné
rady postupne ukazuju, ze Studentka pracovala systematicky a vedome pouzivala
posunutie priamo menovanych pozicii, ¢o uz ukazuje ndznak nejakej zakladnej
terminolégie. Pisomny prejav je vSak strohy a miestami nie jasny. Pisomné riesenie
z pohladu originalnosti a aplikovatelnosti by sa po hlbSom zovSeobecneni a pokuse
zavedenia premennej mohol stat ndstrojom aspoil pre rieSenie pribuzného problému.

Riesenie 6.3.6: Zac¢ala som fialovou farbou. Nou som vyfarbila tplne prvé
policko v celom Stvorci. Pre splnenie podmienky rozdielnych poli¢ok vjednom
riadku som pokracovala do riadku nizZsie. Aby sa dve policka rovnakej farby
nevyskytovali ani v jednom totoZnom stipci, a aby sa rovnako farebné poli¢ka
nedotykali stranou ani vrcholom, vyfarbila som poli¢ko v stipci €. 3. Opat som
postupovala o riadok niZie a vyfarbila poli¢ko v dal§om neparnom stipci, teda
¢.5.V nizsich riadkoch som doplnila uZ len poli¢ka v stipcoch s parnym ¢&islom.
Nasledne som pouzivala modru farbu. Vyfarbovala som poli¢ka hned napravo
od fialovych policok, o zabezpecilo, Ze sa opat pozicie modrych policok pre-
striedali, v kazdom riadku aj stipci bolo len jedno modré poli¢ko a navzajom
sa nedotykali.

Rovnako som postupovala aj pri ostatnych farbach. Teda vZdy som poli¢ka
s novou farbou umiestniovala hned napravo od predoslej farby (obrazok 6.15).



Obrazok 6.15: Postup Studentského riesenia 6.3.6 problému Farebny stvorec

Uvedené Studentské rieSenie je opat zamerané na posunutie. Slovny popis a pisomny
prejav je struény, ale jasny, oznacenie stipcov na obrazku ulahéuje zorientovanie sa
pri vzniknutych nejasnostiach pri ¢itani rieenia. Studentka vyuZiva matematickd
argumentdciu, ¢o rieSeniu ponechava matematicky charakter. VSetky spomenuté
skutoc¢nosti robia celkové rieSenie korektnym, avSak poskytuje rieSenie len daného
konkrétneho problému.

RieSenie 6.3.7: Tady u tohoto tkolu jsem si z po¢atku vibec nevédéla rady.
Mym prvnim krokem, ktery jsem udélala bylo, Ze jsem si vybrala pét riznych
barev a na papir jsem si nakreslila ¢tverec rozdéleny na 25 ¢tverecki.

1. Mij prvni krok Feseni mého tkolu. Zacala jsem barvit nejdrive ¢tverecky
odshora dolid postupné po radach. Jak si mtizete v§imnout u poslednich dvou
fad mi nevychazely barvy (obrazok 6.16 - A).

2. Druhy ¢tverec (obrazok 6.16 - B), Uplné stejny postup, jako u prvniho, jen
jsem zkouSela pozménit nékteré barvy, ale pofdd mi nevychazely uhlopricky,
jak bylo dano v zadani.

3. Jak mlzZete vidét u tretiho kroku (obrazok 6.16 - C) jsem trosku pozménila
mUj postup a to tak, Ze jsem zacala vybarvovat ¢tverec od uhlopticky, ktera
mi nikdy pred tim nevychazela. Ale i tak jsem se porad nemohla a nedokazala
dobrat zavéru. A porrad jsem nevédéla, co délam Spatné.



Obrazok 6.16: Postup Studentského riesenia 6.3.7 problému Farebny Stvorec

4. Nakonec jsem ale doSla spravného zavéru. Zacala jsem tedy uhloptickou,
jak v predchozich krocich a vzdycky jsem se zamétovala na to, jak jsem Sla
postupné dold (obrazok 6.17 — A), jakou barvu nemtizu, ve kterém ctverci
nebo sloupci pouzit. Tak se mi podarilo tento priklad rozlouskat (obra-
zok 6.17 - B).”

Obrdzok 6.17: Postup Studentského riesenia 6.3.7 problému Farebny $tvorec

Jednotlivé kroky pisomného riesenia st popisané vel'mi jasne, takze kazdému
Citatelovi je jasna podstata problému. Podobne ako v pripade riesenia 6.1.4, Stu-
dentka zacina s vyuzitim rieSitel'skej stratégie ,pokus-omyl“, ktora bola nakoniec
ponechand ako kI'i¢ova pre vyrieSenie problému. Skoro v kaZdom z popisanych
krokov rieSenia Studentka pri nespravnom postupe uvadza, Ze nevie prist na to,
kde urobi chybu. Pri zavere vSak neobjasiiuje na zaklade coho dospela k spravnemu
rieSeniu. Celkovy dojem z uvedeného zaveru je, Ze k spravnemu rieSeniu Studentka
dospela ndhodou. Nejaka dalsia aplikacia postupu nie je mozna ani na rovnaky
druh problému.



Tabul'’ka 6.5: Hodnotenie Studentskych rieSeni problému Farebny stvorec (problém 6.3)

Pisomny prejav ziakov Kreativita
MKomp Spolu

PP_O PP_A PP_] KR_ O | KR.S | KR_A
RieSenie 6.3.1 1 2 1 2 1 2 1 10
RieSenie 6.3.2 2 3 2 3 2 3 2 17
RieSenie 6.3.3 2 1 2 3 2 1 2 13
RieSenie 6.3.4 2 4 2 3 2 4 3 19
RieSenie 6.3.5 2 2 3 2 3 3 3 18
RieSenie 6.3.6 2 3 3 3 2 4 2 19
RieSenie 6.3.7 1 2 1 3 2 2 1 12

Prihodnoteni Studentskych rieseni daného problému neboli identifikované znaky
vyssSej urovne matematickych kompetencii, pisomného prejavu alebo miery krea-
tivity (tabul'ka 6.5). Je potrebné vziat do Gvahy, Ze aj ked' sa jedna o matematickom
probléme s otvorenou cestou a otvorenym cielom, mohol Studentom uniknut ma-
tematicky kontext tllohy. Problém ma formu hlavolamu a aj v uvedenych rieseniach
sa tento pristup odzrkadluje.

Retazovka
Problém 6.4: Dopliite do prazdnych kruzkov na obrazku prirodzené ¢isla tak,
aby sucet Cisel na kazdej strane trojuholnika bol rovnaky a aby stucet vsetkych
Siestich ¢isel bol 100 (Slovenska komisia matematickej olympiady, 2013, s. 2).

RieSenie 6.4.1: ,NajmensSie ¢islo, ktoré mame doplnit na strane s ¢islami 24 a 20,
lebo zo znamych Cisel davaju prave tieto dve najvacsi sucet. Skiisme do prazd-
neho okienka na tejto strane doplnit najmensie mozné prirodzené ¢islo, teda 1.
V takom pripade by sti¢et na strane trojuholnikabol24 + 1 = 45.Do zvy$nych
prazdnych okienok by patrili ¢isla45- 15- 20 = 10 a45- 15- 24 = 6.



Sucet vSetkych Siestich <cisel by v tomto pripade bol
24+1+20+10+15+ 6= 76, Co je 0 24 menej ako pozadovanych 100.
Kazdé z doplnenych cisel preto musi zvacsit o 24: 3 = 8 prazdnych okienok
patria ¢islal + 8 = 9,10 + 8 = 18 a 6 +8 = 14

Studentka si zvolila postup uvedenia vysledkov deduktivnym spdsobom, kde si
zvolila pouzit najmensie mozné dostupné cislo. Takyto postup sa nazyva aj metod-
dou nespravneho predpokladu. Spravnym spdsobom uviedla, Ze to bude pri dvojici
Cisel, ktord dava najvacsi sucet. V pisomnom rieSeni sa vSak vyskytuje chyba, zrej-
me z nepozornosti, kedy pri vypocte suc¢tu chyba jeden ¢len24 + 1 + 20 = 45,
Tato chyba vSak vyrazne nezasahuje do celkového pochopenia riesSenia problému.
Logickou ivahou od zadanej podmienky dosla Studentka k zakladnému vyjadreniu
pomeru chybajucich ¢islic. Takto formulovany zaver pri rozsireni pomeru cislic
chyba, ¢o ovplyviiuje aj matematicky charakter riesSenia.

RieSenie 6.4.2: ,Ze vSeho nejdiiv si ozna¢im prazdna policka pismeny: q, b, c,
aby v tom nebyl chaos (obrazok 6.18).

Obrdzok 6.18: Postup Studentského riesenia 6.4.2 problému Retazovka.

Jestlize vime, Ze soucet vSech Sesti Cisel je 100, miZeme si napsat nasledujici
vzorec:a + b + ¢ + 15 + 20 + 24 = 100



Na jedné strané jsou pismena i ¢isla a na druhé je ¢islo 100, takZe si k ¢islu 100
prevedeme ostatni Cisla, ato 15, 20 a 24. Musime si dat pozor, Ze kdyZ prevadime
Cisla pres rovna se, tak musime zmeénit jejich znaménko. Takze z plusu se stane
minus a nasledné vse odecteme.

a+b+c=100—- 15— 20 — 24

a+b+c=41

Ted uZ vime, Ze souceta + b + c bude 41. Dal$im krokem je si uvédomit, Ze
soucet tii ¢isel na kazdé ze stran trojuhelniku je stejny. Miizeme to dat do na-
sledujiciho vztahu:

24 +a+15=24+c + 20 = 20 + b + 15.

Hned vyuzijeme tento vztah, vZdy si vezmeme dveé strany a ddme je do poméru
a Cisla opét presuneme na jednu stranu a pismena na druhou:
M24+a+15=24+c+ 20,a—c =24+20—-24-15a—-c =5
2)20+ b+ 15 =24+ c+ 20,b—c=24+20—-15-20,b —c =9
320+ b +15 =244+ a+ 15b-a =24 + 15-15-20,b-a = 4
KdyZ jsme si udélaly vySe zminéné zelené vzorce, tak miiZzeme vyuzit nas nej-
star$ivzorec, kterymjea + b + ¢ = 4lauplatnime na ném postupné zelené
vzorce.

Nejdtive si vezmeme vzorcemsb - a ato z prostého divodu, Ze se lehce zbavime
pismene a. Poté pomoci scitani rovnic, vypocitame jednu rovnici. Teda:
a-ab + b,c,41 + 4,

a+b+c=41,b — a = 4, .

K tomuto oranzovému vzorci doplnime jeden ze zelenych vzorci tak, aby nam
zmizelo pismeno c. CoZ znamena, Ze vyuZzijeme vzorec b — c. Nasledné zase
rovnice secteme.

2b+c=45b —c =9,3b = 54

Kvili tomu, Ze nam vysly 3b, tak 54 vydélime 3 a tak nam vyjde kolik je b.

3b = 54,54:3 = 18,b = 18

Ted uz nam vyslo jedno z ¢isel, které pocitame. Dosadime si ho do puvodni
rovnice a opét dame pismena na jednu stranu a ¢isla na druhou.

a+ 18 +c =41,a + c = 41-18,a + ¢ = 23

Tento vzorec opét doplnime jednim ze zelenych, aby zmizelo pismeno c. TakZe
pouZzijeme vzoreca - c.

a+c=23,a—c = 52a=28a=14

Ted zaleZi na vas, ktery z vzorecki si vyberete, abyste vypocitali pismeno c. Ja
vyuziju prvni vzorec.

a+b+c=41,14+ 18 + ¢c = 41,c = 9



Ted uz mame vsechny cisla vypocitané. MiZzeme provést zkousku, jestli jsou
vSechny strany stejné dlouhé z vzorce ¢islo dva. Misto pismen si miiZzeme dat

rovnou cisla.
24 + 14 + 15 = 24 4+ 9 + 20 = 20 + 18 + 15,53 = 53 = 53

Obrdzek 6.19: Postup studentského riesenia 6.4.2 problému Retazovka.

Ted miZeme s jistotou Fici, Ze do vyplnénych prostor patii ¢isla 14 (na misto a),
18 (na misto b) a 9 (na misto c).”

RieSenie 6.4.2 je obSirnejsie ako predchadzajica ukazka riesenia, pontika podrobny
algebricky postup pre najdenie hladanych ¢islic. Po¢iato¢né zostavenie rovnic je
vysvetlené jasne a podrobne, aZ po rovnice oznacené (1), (2) a (3) vratane. Nasled-
ne, pri dosadzovani premennych, je uz spésob zistovania vysledku nejasny, najma
pri odvodzovani hodnot jednotlivych premennych vynechala Studentka niektoré
kroky ekvivalentnych tuprav. Kvoli tymto chybajicim krokom sa rieSenie nejavi
ako nastroj pre riesenie podobnych problémov. Argumentacia nie je jednotna.
Obcas sa v texte nachddza oznacenie ,vzorce“ a inokedy ,rovnice“. Nakoniec, na
zaver rieSenia nie je skontrolovany sucet vSetkych ¢islic, len rovnost suctu ¢islic
na stranach trojuholnika.

RieSenie 6.4.3: ...z obrazkl vime Ze mame ¢isla 24, 15 a 24. Rozdélime si tedy
strany, abychom mohli hledat stejny soucet, av§ak musime myslet na druhou
Cast prikladu. A to Ze soucet vSech c¢isel se ma rovnat 100. Soucet strany a. b. i
c. musi byt stejny.



1. Nejprve zjistime, kolik ndm chybi z celého ¢isla 100, pokud odecteme 3 jiz
zjisténé &isla: (100 — (24 + 15 4+ 20)) = 41

2. Cislo 41 nam udava s ¢im miiZeme pracovat déle (co miizeme rozdélit mezi
3 ¢asti)

3. Nyni si vezmeme strany trojuhelniku a.(15+?+24), b.(15+?+20)
ac. (2047 +24), které secteme kazdou zvlast.

4. Ziskame vysledky a. (39), b. (35), c. (44).

5. Nyni ke kazdé strané ptricteme Cisla tak, aby se kazda strana rovnala 50.
(¢islo dorovname proto, abychom méli pracovni vysledek a eliminovali tak
zbytecné rozpocitavani cisel.)

6. Ke strané a pri¢teme 11, ke strané b. —15, c. —6 (tyto ¢isla ndAm nyni repre-
zentuji chybéjici ¢isla).

7. Tyto Cisla jsme si brali z jiz vypocCitaného Cisla (41), takze je odecteme.

®

Po odecteni zjistime Ze ndm zbylo ¢islo 99.
9. Toto c¢islo vydélime tiema, tak abychom ho mohly rovnocenné rozdélit do
3 chybéjicich éisel: (9/3 = 3).
10. Jako posledni krok si tedy vezmeme cisla z 6-tého kroku a pricteme k nim
¢islo 3 z predeslého vypoctu.
11. Vysledkem tedy budou ¢isla (14, 8, 9).

Pro kontrolu, jestli jsme splnili obé ¢asti prikladu si se¢teme vSechny ¢isla,
ale také kaZdou stranu zvlast. a. (24 + 14 + 15) = 53, b. (15 + 18 + 20) = 53,
¢.(20 + 9 + 24) = 53 toto nam potvrdilo prvni podminku a to Ze soucet kazdé
strany se rovna.

Nyni si ovétime zda se soucet vSech cisel rovna 100.

(244+14+ 15+ 18420+ 9) = 100. Po ovéreni miiZeme tict, Ze do bublin mu-
sime doplnit ¢isla 14, 18 a 9.“

Studentka v rie$eni 6.4.3 pouzila rovnaki stratégiu, ako v predchadzajicej ukazke

rieSenia, stanovenim premennych pre jednotlivé strany trojuholnika. Cely postup
rieSenia vSak nema len algebricky charakter. Sice su jednotlivé odseky rozdelené

do

krokov, ale logicky na seba nadvazuju. Pocas celého riesenia je dodrZzana ma-

tematicka argumentacia ako aj matematicka spravnost. V rieSeni sa vyskytuja
vSak nejasnosti, najma v kroku 6. Tu Studentka vyrovnava sucet Cisel na stranach
trojuholnika na hodnotu 50. Vyber danej hodnoty nezdovodiiuje. Opat’ sa tu teda
ukazuje vyuzitie metédy nespravneho predpokladu. Na uvedenom pisomnom
rieSeni je vidiet ndznaky dodrzania istej logickej postupnosti rieSenia: struc¢ny
rozbor problému, predstavenie stratégie rieSenia, rieSenie samotné a zhodnotenie



a overenie a zaver. . Studentka sa viak k podmienkam spravneho rie$enia vratila
az v poslednych krokoch, ked prispdsobila vysledok tak, aby vyhovoval zadaniu.

Rie$enie 6.4.4: ,Re$eni matematického problému ,Retézovka“si rozdélime do
sedmi kroku. Prvni krok: Ze v§eho nejdrive je diilezité si stanovit podminky,
které pri vypoctu tohoto typu prikladu musime dodrzZet.

1. podminka: soucet vSech Sesti Cisel se musi rovnat poctu 100.

2. podminka: soucet ¢isel na kazdé strané trojuhelniku musi byt stejny.
Druhy krok: V druhém kroku si ur¢ime tfi nezndmé. Prvni neznamou bude
,a“, druhou neznamou ,b“ a posledni treti neznamou bude ,c“. Nasim tukolem
je odhalit t¥i neznamé (a, b, ¢), které ze zadani nezname (obrazok 6.20).

Obrdzok 6.20: Postup Studentského riesenia 6.4.4 k problému Retazovka.

Tteti krok: Ze zadani vime, Ze soucet vSech 6 ¢isel se musi rovnat poctu 100,
coZ je prvni nejdtlezitéjsi informace. Vytvorime si jednoduchou rovnici pro
vypocet tohoto typu prikladu. Tuto rovnici sestavime na zakladné c¢iselnych
udaji, které zname z obrazku, ktery byl souc¢asti zadani matematického prob-
lému. Matematicky vyjadreno:

24 +a+ 15+ b + 20 + ¢c = 100

Na pravou stranu rovnice si prevedeme ¢iselné udaje (24, 15, 20). Tyto Cisla si
prevedeme z toho dlivodu, abychom si je od sebe mohli odecist a ziskali tim pouze
jedno cislo, které se bude rovnat tfem neznamym. Neznamé (a, b, c) nechame
nalevé strané rovnice. Nezndmé je nazyvame z toho divodu, Ze jejich hodnotu
nezname.

a+b+c=100-24-15- 20



Poté si vypocitame pravou stranu rovnice a neznamé (a, b, ¢) nechame stale na
levé strané rovnice: a + b + ¢ = 41

Z této rovnice je patrné, Ze soucCet vSech neznamych (a, b, ¢) se musi rovnat
poctu 41.

Ctvrty krok: Vime, Ze soucet ¢isel na kazdé strané trojiihelniku musi byt stejny,
coZ je druha nejdutlezitéjsi informace. Pro tento krok pouZzijeme opét obrazek
(4.22) s naSimi neznamymi, které jsme si stanovili vdruhém kroku a stanovime
si také strany.

Obrazek 6.21: Postup studentského riesenia 6.4.4 k problému Retazovka.

Diky tomuto obrazku (6.22) s neznamymi si pojmenujeme jednotlivé strany,
které se musi sobé rovnat.

Stranu: 24 + a + 15, si nazveme stranou x

Stranu:15 + b + 20, si nazveme stranou y

Stranu: 24 + ¢ + 20, si nazveme stranou z

JelikoZ soucet ¢isel na kazdé strané trojuhelniku musi byt stejny, tak se jednot-
livé strany musi sobé rovnat: Matematicky vyjadteno:

x = ytedy:24 + a+ 15 =15+ b + 20

x = z,tedy: 24 + a + 15 24 + ¢ + 20

y = ztedy:15 + b + 20 = 24 + ¢ + 20

Paty krok: Vyjadiime si jednu neznamou, kterou chceme z rovnic vyse odhalit.

Zvolime si neznamou ,a“. Rovnice pretvorime tak, abychom zbylé neznamé ,b“
a ,c“ mohli vyjadrit pouze ve vztahu ke zvolené nezndmé ,a“, abychom mohli



dosadit do nasi rovnicea + b + ¢ = 41 pouze ¢isla a proménnou ,a“! Pro
vyjadieni nejprve zvolime rovnost stran xa y.

Nejdrive si vypoclitdme pravou a také levou stranu rovnice tak, Ze se¢teme na
pravé strané rovnice ¢isla24 a 15 analevé strané rovnice secteme ¢isla 15 a 20.
24 +a+15=154+b +20 -39+ a =35+b

Prevedeme si neznadmou ,a“ na pravou stranu rovnice a ¢islo 35 na levou stra-
nu rovnice, Cislice odeCteme a osamostatnime si neznamou ,b*“ prevedenim
neznamé ,a“ na druhou stranu, samoziejmé se zménou znaménka a pro vétsi
prehlednost prohodime strany.
24+a+15=15+b+20-394+4a=354+b-39-35=b-a»4=b-a-»4+a=b-b=4+a
Tuto vyslednou rovnici poté dosadime do rovnicea + b + ¢ = 41 misto pis-
mena ,b“.

Timto zplisobem budeme pokracovative vyjadreni neznamé ,.c“ pomoci neznamé
,a“ a Cislic. Zvolime si pro tuto operaci informaci o rovnosti souctu stan, tedy
stran ,x“a,z“ SeCteme si ¢isla 24 a 15 na levé strané rovnice a ¢isla 24 a 20 na
pravé strané rovnice.

24 +a+15=244+c+20->39+a=44+c

Osamostatnime si nezndmou ,c“prevedenim ¢islice 44 na druhou stranu rovnice,
opét se zménou znaménka. (zdkladni matematické pravidlo rovnic)

24+ a+15=244+c+20-394+a=44+c>39-444+a=c
Odecteme od sebe Cislice 39 a 44, pro vétsi prehlednost vyménime potadi na
levé strané rovnice se zachovanim znamének. Poté opét prohodime strany bez
zmén ve znaménkach (pro vétsi prehlednost).
244+a+15=24+c+20-39+a=44+c>39-4+a=c>-5+4+a=c>
a-5=c>c=a-5

Tuto vyslednou rovnici dosadime poté do rovnicea + b + ¢ = 41misto pis-
mena ,c"“.

ProtoZze mame vyjaddieny neznamé ,b“a,c” prostfednictvim zvolené neznamé
»a“, neni tim padem zapotiebi vytvaret tfeti rovnici rovnosti strany = z.
Sesty krok: Do rovnicea + b + ¢ = 41, kterou jsme si vypocitali ve tietim
kroku tohoto matematického problému, dosadime dvé rovnice, které jsme si
vypocitaliv predeslém patém kroku. Matematicky vyjadieno:b = 4 + q,dosadime
dorovnice:a + b + ¢ = 41mistoneznamé ,b“a + (4 + a) + ¢ = 41"

Uvedené Studentské rieSenie je ukazkou pisomného prejavu na vyssej trovni.
Sice je opat rozdelené do oddelenych celkov v podobe krokov riesenia, tie su ale
dostato¢ne popisané a navzajom prepojené. Co je dolezité, studentka do svojho
rieSenia zahrnula aj rozbor tlohy, ktory obsahoval poloZené podmienky pre rie-
Senie problému, definovanie nielen hl'adanych neznamych, ale pracuje s odliSnymi



parametrami pre strany trojuholnika, pri rieSeni pracuje so zapisom usporiada-
nych trojic. Jednotlivé kroky su spravne a jasne popisané a vytvara tym navod pre
rieSenie rovnic s viacerymi neznamymi.

RieSenie 6.4.5:

»1. Ptiklad za¢iname resit tim, Ze si tti ¢isla, které jsou zapsané v trojihelniku,
seCteme: 24 + 15 + 20 = 59.

2. Cislo, které nam vyslo, 59, odec¢teme od cisla 100, protoze soucet vSech
krouzki v trojihelniku ma byt 100. Potiebujeme zjistit, jaké ¢islo musime
rozdélit mezi tfi prazdné krouzky: 100 — 59 = 41.

3. Dale seCteme na kazdé strané trojuhelniku, ¢isla, kterd uz jsou vypsana
v zadani. Délame tak proto, abychom védéli, jaky soucet ma kazda strana
trojuhelniku.
24+ 15=39; 15+ 20 =35; 20+ 24 = 44

4. Soucet jednotlivych stran jsme zjistili a nyni si zvolime nejblizs{ celé ¢islo,
které budou mit tyto tfi strany stejné. V tomto pripadé je to ¢islo 50. Musime
se ridit tim, zZe kazda strana trojuhelniku ma mit stejny soucet. Od tohoto
¢isla odeCteme jednotlivé strany trojuhelniku.
50—-39=11;50—-35=15,50—-44=6

5. Ujednotlivych stran nam vysla jina Cisla. Tyto c¢isla secteme.
11+ 1546 =32.

6. 0d ¢isla 41 odedteme soucet predeslych &isel (32). Cislo 41 jsme ziskali ve
druhém kroku tohoto reseni prikladu. Délame tak proto, abychom zjistili,
kolik ¢isel nam zbyva k doplnéni do tii prazdnych krouzka: 41 — 32 = 9.

7. Toto ¢&islo vydélime 3. Potfebujeme ho rozdélit mezi nase tfi strany troju-
helniku: 9:3 = 3.

8. Ve ctvrtém kroku jsme zjistili, jaké Cislo chybi na kazdé strané trojihelniku,
aby nam jednotlivé strany dali stejny soucet a to 50. V Sestém kroku jsme
ale zjistili, Ze nam zbyva jeSté 9 Cisel, které jsme rozdélili do t¥{ stran, proto
soucet jednotlivych stran, ktery ma byt stejny na kazdé strané, nebude 50,
ale 53. Proto budeme k ¢isltim, které, jsme vypocitali ve ¢tvrtém kroku,
pricitat ¢islo3:114+3 =14; 1543 =18; 6 + 3 =09.

9. Tyto cisla jsou vysledkem a doplnime je do prazdnych krouzkt v trojuhel-
niku.”



Obrdzek 6.22: Postup Studentského riesenia 6.4.5 problému Retazovka.

10. Na obrazku (4.23) mizeme vidét, Ze podminka, aby soucet ¢isel na kazdé
strané byl stejny, je spIlnéna. Druhou podminku, aby soucet v§ech krouzki
v trojuhelniku byl 100, dokdZeme tak, Ze vSechny krouzky sec¢teme a do-
staneme ¢islo 100.

Studentka v poslednej ukazke rie$enia 4.4.5 pontikla zaujimavy postup rie$enia ve-
dtci k odvodeniu hl'adanych &islic. V krokoch riesitel'ského postupu popisuje systém
postupného sc¢itavania, od¢itavania hodnot, ku ktorym sa Studentka dopracovala.
Vysledok vysiel spravny, ale chyba overenieci sa jedna o univerzalny postup, ¢i by
vysiel spravny vysledok po dosadeni inej hodnoty, ako ju popisuje ,najblizsie celé
¢islo ku vSetkym strandm®. Toto slovné spojenie nie je Uplne spravne a aj v celom
pisomnom rieSeni je vyuzita matematicka argumentacia na zakladnej tirovni. Na
prvy pohlad sa tak pisomné rieSenie moze zdat ako prepracované, ale jedna sa
o rozpisanu stratégiu ,pokus-omyl“Vynechané su kroky, kedy vysledok nevysiel.
Je potrebné vyzdvihnut, Ze text je vel'mi l'ahko citatelny.



Tabulka 6.6: Hodnotenie Studentskych rieseni problému Retazovka (problém 6.4)

Pisomny prejav ziakov Kreativita
MKomp Spolu

PPO | PPA PPJ | KR.O | KR_S | KR_A
Riesenie 6.4.1 2 2 2 2 3 2 2 16
RieSenie 6.4.2 3 3 3 2 3 2 2 17
RieSenie 6.4.3 3 2 3 3 2 2 1 16
RieSenie 6.4.4 4 4 5 4 3 4 3 27
RieSenie 6.4.5 2 3 2 3 2 2 1 15

Problém s ndzvom , Retazovka“ mal rovnako charakter hlavolamu, avSak ako ma-
tematicky problém sa tykal aritmetiky. Formulacia zadania vSak viac nabadala
k vyuzivaniu zakladnych opericii, a teda viac podnecuje u Studentov vnimanie
matematického kontextu. Vyuzivanie matematickych kompetencii sa odraza aj
v hodnoteni (tabul'ka 6.6).



7/
DISKUSIA

RieSenie matematickych problémov vyzZaduje viac ako ovladanie algoritmov
(Tatsis & Maj, 2010). Kompetencia rieSit matematické problémy je zavisla od
kognitivnych, metakognitivnych i afektivnych faktorov (Medova, 2020b). Je po-
trebné zvladat' aj zlozité myslienkové procesy, navyse prezivat tuspech alebo
neuspech v rieSeni. Takato komplexna skisenost vedie ku kritickému nahl'adu
na rieSenie problémov v matematike, ako aj hlbSiemu porozumeniu matematiky
(Frobisher & Frobisher, 2015b). NavySe, rozhodnutie o vybere a pouZziti adekvatnej
stratégie rieSenia je u Ziakov doleZitym krokom, ¢i uZ ide o abstraktny problém alebo
o problém s redlnym kontextom (Tatsis & Maj, 2010). Pri vyssich kognitivnych pro-
cesoch, medzi ktoré patri aj matematické modelovanie, s matematické kompetencie
nielen uplatfiované, ale aj ziskavané a prehlbované (Weinhandl & Lavicza, 2021).

PririeSeni otvorenych matematickych problémov je podstatnou zlozkou motiva-
cia zZiakov, ktora méze ovplyvinovat uspesnost jej rieSenia (Vondrova et al., 2019).
Jednou z pricin je aj spoliehanie sa Ziakov na vyuzivanie len nauc¢enych algoritmov
aznamych postupov, teda uzZ spominanych tzv. povrchnych matematickych stratégii.
Tento pristup sa nasledne odraza aj v pisomnom prejave zZiakov pri komponovani
zaverecnej spravy o rieSeni. Rozvoj pisomného prejavu totiz patri medzi matema-
tické zrucnosti, rovnako ako napriklad schopnost riesit rovnice (Lee, 2010). Podla
Weinhandla & Laviczu (2021) ma kreativne myslenie rovnaky zaklad s rieSenim
otvorenych matematickych problémov. Jednym z moznych spdsobov, ako pomoct
Ziakom rozvijat schopnost rieSenia otvorenych matematickych problémov, by
mohlo byt ukazat im priklad rieSenia problému s realnym kontextom a zaradit
tvorivé uvazovanie a argumentaciu ako beznu sticast aktivit v triede pocas hodin
matematiky (Bergqvist & Lithner, 2005; Novotn4, et al., 2015).



Hodnotenie pisomnych Ziackych rieSeni ma priniest nielen prehl'ad o prejave-
nej urovni vykonov Ziakov. AvSak pri rozoberani krokov, ktoré Ziaci ¢i Studenti
vo svojom rieSeni pouzili, mdze hodnotitel narazat na rovnaké druhy chyb, nedo-
statkov alebo zlyhani. Tieto podobné prejavy priamo poskytuju prehlad o drovni
prejavenych kompetencif Ziakov (Morgan, 2000). Rubriky pre hodnotenie prejave-
nych matematickych atribuitov a atribitov potrebnych pre matematické skimanie
maju slazit pre objektivne hodnotenie pisomnych Ziackych rieseni otvorenych
matematickych problémov.

Zhotoveny systém rubrik ma Sirsie vyuZitie, a to z pohl'adu funkcie formativneho
aj sumativneho hodnotenia. Pri pozorovani dosiahnutych tirovni hodnotenych atri-
butov je mozné vyhodnotit rieSenia v urc¢itom poradi. Slovny popis irovne, ktord
Ziaci v ramci hodnoteného atribuatu dosahuji, mozno vyuzit ako spatnu vazbu. Na
rozdiel od Standardného testovania pontika informac¢nt hodnotu pre ucitela ako aj
pre Ziaka. Spatna vazba ziskana cez analyzu pozorovatelnych javov v procese ucenia
sa u Ziakov, napomaha k zefektivneniu buducich cielov (Tempelaar et al., 2013).

Vytvorené rubriky boli zostavené ako popis vykonov Ziakov prejaveny v spoloc-
nom usili. Celkovy vyvoj timovej spoluprace ziakov je totiz zavisly od jednotlivych
funkcii ¢lenov timu a ich vzajomnych interakcii (Baker & Salas, 1992). Analyzované
Ziacke rieSenia st odovzdavané vo forme jednej pisomnej spravy za cely tim. Rub-
riky tak predstavuju vypracovany navrh na hodnotenie irovne kvality pisomnych
ziackych rieseni, avSak bez Specifikacie ¢i sa jedna o vykon jednotlivcov alebo
timovej spoluprace.

Vyber klicovych atributov sa odvijal od prejavenych matematickych kompe-
tencii, ako aj od opakujucich sa prejavov, ktoré mali vplyv na mieru kvality zave-
re¢ného pisomného rieSenia: pisomny prejav Ziakov a miera kreativity pri rieSen{
otvorenych matematickych problémov. Kazdy zo spomenutych atribitov obsahuje
tri aspekty, ktoré blizsie Specifikuji hodnoteny atribut. Pri posudzovani irovne
prejaveného Ziackeho vykonu v pisomnych rieSeniach otvorenych matematickych
problémov sa hodnoti spolu sedem poloZiek, ktoré boli v priebehu realizacie vy-
skumu identifikované:

* matematické kompetencie (v pripade vytvarania matematického modelu pre-
javené procesy objavného vyucovania),

e obsah pisomnej spravy,

e matematicka argumenticia,

e jasnost a Citatel'nost textu,

e originalita,

e miera spravnosti vysledkov a zaverov,

o aplikovatel'nost zaverov a hodnota pre d’alSie skimanie.

100



Pisomné Ziacke rieSenia otvorenych matematickych problémov mozno kédo-
vat vyuzitim rubrik, ktoré su popisané v kapitole 3. Nasledne, prostrednictvom
vyuzitia kvantitativnych nastrojov, skimat vzajomné zavislosti alebo implikacné
pravidla medzi irovitami dosiahnutymi vo vybranych atribdtoch a prejavenymi
matematickymi kompetenciami alebo skumat, ktoré atributy v rieSeni zadanych
problémov mali rozhodujici vyznam pre vykon v matematickom skiimani v zmysle
prejavenych procesov objavného vyucovania podobne ako v praci Medova, Ovary
Bulkova & Ceretkova (2020).

Pri realizécii vyskumu boli vyuZité vybrané metddy kvalitativneho vyskumu.
Nasledna pripadova $tudia, spojenim priameho, ako aj nepriameho pozorovania
aanalyzy pisomnych ziackych rieSeni moZe priniest Sirsi ndhl'ad na celkovy vplyv
vSetkych alebo na konci kapitoly identifikovanych atribtitov na priebeh vzajomnej
spoluprace zZiakov a na preukazanu aroven vykonu Ziakov v ich pisomnom rieseni
otvorenych matematickych problémov.

PririeSeni komplexnych otvorenych matematickych problémov, ako st zadania
sutaze Matematicky B-den, je mozZné pozorovat vacsinu kreativnych matematickych
aktivit definovanych Klaklom (2002) ako uvadza Maj (2010), ¢i uz ide o formulovanie
hypotéz, kreativne spracovanie alebo vyuzitie matematickych informacif, alebo
prenos principu zdévodnenia ¢i sposobu rieSenia. Ako uvadza Maj (2010), prenos
metod rieSenia je mozny hlavne pri komplexnych tilohach pozostavajtcich zo série
Ciastkovych problémov, ktoré prepajaji rozne kreativne matematické aktivity.

Pocas vyucovacich hodin zameranych na rieSenie komplexnych otvorenych
problémov stimulujtcich kreativnu matematicku aktivitu ma ucitel rolu facilitatora.
Prave rieSenie tohto typu problémov v roli Ziaka pomaha budidcemu ucitel'ovi, tak
pre primarne ako aj sekundarne vzdelavanie, nadobudnit dostatoéné pedagogic-
ké kompentencie, aby bol schopny zZiakom poskytntt adekvatnu ucebnu oporu
(Zaslavsky, 2008). Naviac, ako uvadzaju Tatsis & Maj (2010), je okrem didaktickej
znalosti obsahu rozvijana aj matematicka gramotnost buducich ucitelov. Podobne,
aj poskytnuta spatna vazba narieSenie otvorenych matematickych problémov sluzi
ako nastroj rozvijania matematickych schopnosti pre vyucovanie, hlavne v oblasti
hodnotenia. Rubriky vytvorené a podrobne popisané v tejto publikacii, je vhodné
vyuzit v priprave bududcich ucitel'ov.
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ZAVER

RieSenie otvorenych matematickych problémov vyzaduje vysoku troveil vedomosti
i zruénosti, ako aj metakognitivnych schopnosti Ziakov. Ziacke rie$enia otvorenych
matematickych problémov predstavuji vhodny prostriedok na pozorovanie a ako
sme ukazali v publikacii, i na hodnotenie matematickych kompetencii Ziakov. Hlav-
nym cielom bolo vytvorenie hodnotiaceho néstroja pre pisomné Ziacke riesenia
otvorenych matematickych problémov. Vzhl'adom na Siroku $kalu moznych pristupov
k rieSeniu, sa ako vhodny nastroj, aspon ¢iastocne objektivizujtici hodnotenie, uka-
zali rubriky. Podrobnym rozpracovanim doterajsich Studii o formativnom hodnoteni
v matematike a o hodnoteni Ziackych rieSeni nerutinnych problémov, a naslednym
spojenim s vysledkami analyzy pisomnych Ziackych rieSeni zo sitaze Matematicky
B-def, boli zostavené Sesttiroviiové rubriky pre hodnotenie vybranych atributov.

Okrem rubrik pre hodnotenie matematickych kompetencii boli vytvorené aj
rubriky na hodnotenie procesov matematického skimania. Okrem spravnosti
rieSenia boli identifikované aj atributy, ktorymi je mozné hodnotit pisomny pre-
jav a originalitu pri rieSeni otvorenych matematickych problémov. Nebolo moZné
oddelit ich droven od vecnej spravnosti riesenia. Zaklad pre hodnotenie vSetkych
popisanych atributov reSpektuje Sest urovni kognitivnych procesov Revidovane;j
Bloomovej taxonémie vzdelavacich cielov.

Pri hodnoteni schopnosti ziakov, i budtdcich ucitelov matematiky, pisat mate-
maticky text, mézu byt vyuzité rubriky pre evaluaciu obsahu, matematickej ar-
gumentdcie, ¢ijasnosti a ¢itatel'nosti textu rieSenia. Ukadzalo sa, Ze budtci ucitelia
primarneho vzdelavania nemaju tendenciu poskytnut hlbsi popis svojho riesi-
tel'ského postupu a zdévodnit spravnost svojho riesenia. Z toho vyplyva potreba
zaradenia otvorenych matematickych problémov a ich kvalitného hodnotenia aj
do pripravy ucitelov pre primarne vzdelavanie.
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RoOzna miera otvorenosti problémov prinasa priestor pre prejavenie kreativ-
neho pristupu i kreativnych matematickych aktivit. Pri hodnoteni kreativity boli
vytvorené rubriky pre hodnotenie matematickej spravnosti, originality a dalSej
aplikovatel'nosti tak ziskanych vysledkov, ako aj postupu rieSenia a sp6sobu ma-
tematickej argumenticie.

V rdmci vyhodnocovania uspesnych riesitel'ov boli identifikované atributy
pre hodnotenie matematickych kompetencii a vykonu riesitelov v rieSeni otvore-
nych matematickych problémov. Celkovym vystupom z realizovaného vyskumu
komplexnej analyzy pisomnych rieSeni otvorenych matematickych problémov, je
vytvoreny systém rubrik, ktory slizi ako hodnotiaci nastroj predovsetkym pre
formativne hodnotenie.

Priprava buducich u¢itel'ov na vyuZzivanie vyucovacich metéd a foriem vychadza-
jucich z konstruktivistickych tedrii u¢enia na hodinach matematiky sa nezaobide bez
rieSenia otvorenych matematickych problémov a jeho nasledného hodnotenia. Pre
dosiahnutie adekvatnej naro¢nosti je vhodné vyuzit dlohy z matematickych sutazi,
ako je napriklad Matematicka olympiada alebo Matematicky B-den. Aplikovanie
vytvorenych rubrik na pisomné rieSenia otvorenych matematickych problémov
z Matematickej olympiddy Studentmi ucitel'stva pre primarne vzdeldvanie ukazala,
Ze Studenti nemajd tendenciu popisovat’ svoj rieSitel'sky postup a poskytovat va-
lidnu matematickt argumentaciu. Tu sa otvara priestor a nové podnety pre dalsie
skimanie vplyvu zaradenia vytvoreného hodnotenia na pedagogické kompetencie
a na didaktickd znalost matematického obsahu.
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SUMMARY

Open-ended mathematical problems represent a proper tool for observing students
conceptual as well as procedural knowledge. The way of solvers thinking is not clear
and due to the wide range of possibilities for solving an open-ended mathematical
problem, the evaluation of the solutions can be strongly influenced by the subjective
opinion of the evaluator. The correctness of the result indicates the higher students’
competencies, but also the steps of approach used to solve the problem is in the
focus of the assessment. Quality of the written report depends also by methods how
students are able to process the knowledge and to develop new conclusions. The aim
of the research is to identify and analyse the manifested mathematical competencies
of students in written solutions of the open-ended mathematical problems and to
create a universal tool for evaluating students’ written solutions. Rubric represents
the suitable tool for describing students’ performance in their solution. The basis
for the evaluation of mathematical competencies will be formed through six
levels of the dimension of cognitive processes of the Revised Bloom’s taxonomy
of educational goals. The descriptions of the six levels are created also for other
attributes such as students’ written skills and the level of creativity in students’
manifested written solutions. The publication describes the all process of creating
a system of rubrics as well as a description of levels for 6 criterias: three criterias
for mathematical writing skills (mathematical content, mathematical reasoning,
clarity and readability) and three criterias for creativity (originality, correctness
of the soluton, applicability of conclusions and solving process value for following
studies). Authentic students’ solutions from the team contest called Mathematics
B-day were used for the analysis. The goal of the contest is to support inquiry in
mathematics. To demonstrate the broad applicability of the developed rubrics,
they were applied as an assessment tool of authentic solutions of problems
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from the Mathematics B-day contest solved by teams of upper-secondary
students and also of the problems from Mathematical olympiads solved
individually, by pre-service primary teachers within mathematical course
of their initial teachers education.
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