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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva mnohorozmérovymi optimalizac¢nimi ilohami neklasického vaza-
ného extrému. Je rozdélena do nékolika ¢asti.

Teoreticka cast popisuje v prvni ¢asti pojmy a vychodiska optimalizace. Déale popisuje
a kategorizuje jednotlivé typy zpracovavani tloh. V posledni c¢asti se zabyva, uz po-
drobné, metodami optimalizace postavenymi na neklasickém vazaném extrému. Popi-
suje podrobné metody konvexniho, kvadratického a dynamického programovani, véetné

postupi, na jednoduchych prikladech.

V praktické c¢asti jsou metodou Shetty-Lemke, Whinston-van de Panne a tabulkovou
metodou dynamického programovani zpracovany tlohy v programu Mathematica. Kéd
je rozdélen do ¢asti, na nichz je vysvétlen postup zpracovani tlohy. Kompletni kédy

jsou soucasti tisténé i elektronické prilohy.

Klicova slova: Optimalizace, Klasicky vazany extrém, Neklasicky vazany extrém, Li-
nearni programovani, Nelinearni programovani, Konvexni programovani, Kvadratické

programovani, Dynamické programovani.

ABSTRACT

The thesis deals with multidimensional optimization problems of the nonclassical con-

strained extreme. It is divided into several parts.

In the first part of the theoretical section the terms and the notions of the optimization
are defined. In the next part, main categories and methods are analysed and studied.
The last part deals in detail with chosen methods of optimization ocused on tasks
with inequality constrained problems. The emphasis is laid on the methods of convex,
quadratic and dynamic programming, including simple examples and procedures. In
the practical section, the special problems are processed in Mathematica environment.
There are Shetty-Lemke, Whinston-van de Panne methods and dynamic programming
table method. The code is divided into several parts according to algorithms of the

method. The complete codes are included in both printed and electronic supplement.

Keywords: Optimization, Classic constrained extrems, Nonclassical constrained ex-
trems, Linear programming, Nonlinear programing, Convex programming, Quadratic

programming, Dynamic programming.
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UVOoD

Clovék ve svém Zivoté, aniz si to uvédomuje, neustale fesi ilohy optimalizace — opti-
malniho rozhodovani. To znamena, Ze hleda nejvhodnéjsi feSeni za danych podminek.
V béznych situacich si pomiize zkugenosti. Reseni priorit v rodinném rozpoétu, nakup
nejvhodnéjsiho vyrobku, nebo jen rozhodnout co z toho co ,nutné potrebuje* s sebou

na dovolenou muze zabalit do letadla.

V pritbéhu 20. stoleti se ovSem optimalizace stala velmi studovanou a atraktivni disci-
plinou. Pomahé pfi hledani nejlepsich parametrti u konkrétnich vyrobki a technologii,
ale je také mocnym nastrojem pro ekonomy. MiizZe feSit problémy od ¢isté financénich —
nejlepsi pomér naklady /vynosy, pres provozni problémy, az po logistiku a marketing.
7 hlediska matematického muzeme optimalizacni metody rozdélit do ¢tyt zakladnich
skupin. Zafazeni je dano zptisobem, jakym se dosdhne vysledku.

Jednak jsou to analytické metody. Ty vyuzivaji predevsim vysledki diferencidlniho a
variacniho poc¢tu. Postupy se vSak ne prilis dobfe zpracovavaji algoritmicky.

Dalsi jsou iteracni metody. Ty se postupné v jednotlivych krocich priblizuji k feseni —
tedy sestavuji posloupnosti konvergujici k feseni. Pro svou dobrou algoritmizovatelnost

se velmi dobfe zpracovavaji pomoci vypocetni techniky.

Od roku 1944, kdy John von Neumann a Oskar Morgenstern vydali publikaci ,, Theory
of Games and Economic Behavior® se datuje vznik optimaliza¢ni discipliny teorie her
(i kdyz zéklady této metody byly poloZeny uz diive). Uplatiiuje se v mnoha oblastech,
vcetné téch, které do té doby byly povazovany za ,nepocitatelné“. Sestavenim mate-

matického modelu umoznuje tzv. hledani optimalni strategie jednotlivych tcastniki.

Specialni metody, oznacované jako matematické programovdni, nebo operacni analyza
vznikly z neklasického vazaného extrému. Tato prace se zabyva ¢tvrtou skupinou op-
timalizace — neklasickym vazanym extrémem mnohorozmérové optimalizace ve smyslu
kvadratického, konvexniho a dynamického programovani. Tyto vznikly jako reakce na
pozadavky feSeni tloh z oblasti ekonomie, vojenstvi, fyziky. .. Jejich rozvoj nastal pte-
zaného extrému, pro néz bylo vyvinuto linedrni programovani. Cast tloh neklasického
vazaného extrému pak miize byt feSena prevodem na tlohu linearniho programovani.
V teoretické ¢asti budou nejdfive objasnény zakladni pojmy a vychodiska, na nichz
jsou postaveny optimaliza¢ni metody jednotlivych typt matematického programovani.
V samostatné ¢asti budou popsany principy nelinearniho programovani. U metod jme-
novanych v zadani prace, to znamena konvexniho, kvadratického a dynamického pro-
gramovani, véetné ukazkové tlohy.

Praktickd ¢ast se bude zabyvat rozborem a popisem tloh z teoretické ¢asti. ReSeni

jednotlivych tloh bude popsano na algoritmu prevedeném do prostiedi Mathematica.
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Protokoly budou ¢lenény dle vyznamnych ¢asti prave zpracovavaného kodu s komentari
(jak k ¢asti programu, tak k postupu vypoctu) a mezivysledky. Vysledkem praktické
¢asti budou kompletni algoritmy, které budou v celku soucasti tisténé prilohy a také

budou umistény na pfilozeném CD.

V zavéru budou popsané metody zhodnoceny a srovnany z hlediska praktické pouzi-

telnosti, slozitosti a spolehlivosti.

Soucasti elektronické prilohy jsou, kromé kédi pro program Mathematica i studijni

opory ve formatu Microsoft PowerPoint a veskeré podklady pouzité v této praci.
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I. TEORETICKA CAST
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1 OPTIMALIZACE

Zakladni tlohou optimalizace je nalezeni optimalniho, tedy nejvhodnéjsiho feSeni pro-
blému. 7Z matematického hlediska to znamena nalezeni bodu, nebo mnoziny bodi
funkce, které nejlépe vyhovuji danym podminkam. Pocet feSeni zavisi na funkci sa-

motné, jejim defini¢nim oboru a omezenich, za nichz je vysetfovana.

1.1 Zakladni pojmy

V této casti se nejprve dotkneme zakladnich pojmu tykajicich se optimalizace obecné.
Vzhledem k tomu, ze vySetfovani minima a maxima funkce lze matematicky zamé-
nit: min f(z) = max(—f(z)), pokud nebudeme hovorit o konkrétnim ptipadu, budeme

uvadét jen vyraz extrém.

1.1.1 Konstrukce optimalizaéniho modelu

Pti feseni optimalizac¢nich tloh sestavujeme model, ktery se sklada ze dvou ¢asti. Prvni
z nich tvori omezeni charakterizujici zakladni procesy, které jsou typické a podstatné

pro studovanou ulohu.

Jadro problému charakterizuji vlastni omezeni. V praxi jich mize byt velké mnozstvi.
Proto je jednim z prvnich kroki analyza problému a stanoveni podstatnych omezeni a

zanedbani nepodstatnych vlivi.

Prevazné v ekonomickych tlohach se setkavame s pojmem podminky nezdpornosti.
Charakterizujeme tim prosty pozadavek, aby procesy, které uskutec¢niujeme, nebyly na
zéporné trovni. Ekonomové jsou sice schopni pocitat se zdpornym ziskem (i kdyz i ten
muzeme prevést na proménnou ,ztrata“ a pohybovat se tak v ramci vypocti v kladnych
Cislech), ale pocet vyrobenych kusii je pro né v zapornych ¢islech nepiijatelny.

Pro nékteré tulohy, opét prevazné z ekonomického sektoru, jsou dilezité podminky ce-
lociselnosti. V praxi to znamena, ze nas napiiklad ve vyrobé zajima jen pocet skutecné

hotovych vyrobki za sledované obdobi (sména, stanoveny termin. . . ).
Vlastni omezeni lze zapsat nékolika zptisoby. Casté je omezeni linedrnimi nerovnicemi.

Pomoci soustavy nerovnic:
a1y + a1pTs + -+ + a1, < by

A21T1 + A9a%o + + -+ + G2pTy < by

Am1T1 + Am2T2 + -+ Amndn g bm
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Totéz mizeme zapsat v maticové formé jako:

Az =b kde

ai;x a2 A1n T by
- Q21 Q22 - A2y _ T2 - by (2)
A= T = b=

am1 Qm2 - Amn Tm bm

Pfi analjze ndm mutize pomoci zobrazeni v grafu:

30

20

10

-10

—20

Obr. 1. Znazornéni t¥i linearnich omezeni se zvyraznénim priniku — oblasti pfipustnych
feseni (zde tvori konvexni mnozinu)

1.1.2 TUcelova funkce

Ucelovou (extremizovanou) funkei rozumime funkei realnych proménnych f(z) defino-
vanou na mnoziné M € R”, jejiz extrém hleddme. Mnozina M charakterizuje oblast,
pro kterou jsou nalezena feSeni korektni, fyzikalné realizovatelna a pod. Muze byt sa-

moziejmé definovana na celé oblasti realnych cisel.

1.1.3 Klasifikace extrému funkce
Extrém kazdé funkce je zajistén Weierstrassovou vétou:

Véta 1 Kazdad spojitd funkce f(Z) definovand na kompakini (ohranicené a uzaviené)
mnozine X C E™, mad na ni maximalni © minimdlni hodnotu.
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Extrémem funkce rozumime bod Z, ve kterém funkce nabyva maxima, ¢i minima. V této

souvislosti rozlisujeme:

Ostry vs. neostry extrém

Funkce f ma v bodé z (neostré) lokdlni mazimum, jestlize existuje okoli bodu Z takové,
ze f(x) £ f(z) plati pro v8echna z z tohoto okoli [1].

Funkce f ma v bodé T ostré lokadlni maximum, jestlize existuje okoli bodu = takové, ze

f(z) < f(z) plati pro vSechna z z tohoto okoli, s vyjimkou bodu = = = [1].

Lokalnt vs. globalni extrém

Je-li X neprazdna mnozina z euklidovského n-rozmérného prostoru E™, fekneme, ze
funkce f ma v bodé ¥ € X lokalni mazimum vzhledem k X, je-li f na mnoziné X
definovéna a jestlize existuje okoli bodu = takové, ze f(x) < f(Z) plati pro vSechna x
z tohoto okoli, ktera jsou soucasné body X [1].

Pokud na stejné mnoziné plati f(z) < f(Z), pficemz = # , hovofime o ostrém globdl-
nim mazimu vzhledem k X.

Pokud u ptredchozich vztahti obratime smysl znaménka nerovnosti, hovorime o minimu

funkce.

Volny vs. vazany extrém

Déle délime extrém funkce podle mnoziny, nad niz je vySetfovana. VySetfujeme-li
extrémy funkce n proménnych na celém prostoru E"™ mluvime o volngjch extrémech.
Zajimaji-li nas pouze takové body maxima nebo minima, které spliuji néjaké dalsi pod-
minky, mluvime o vdzangch extrémech [1]. Zde plati nékteré vyjimky — pokud funkce
neni definovana na celém prostoru E™, vysetfujeme ji jen na mnoziné X C E", kde je

definovana, ale hovofime o volném extrému [1].

Klasicky vazany extrém vs. neklasicky vazany extrém

U véazaného extrému dale rozlisSujeme klasicky vdzany extrém, coz znamena omezeni
typu rovnost: g;(z1, %2, ...,2,) =0, j=12....m m <n,

a dale neklasicky vdzany extrém s omezenim typu nerovnost, naprt.

gj(x1, 9, ..., 2,) 20, j=12,....,m 2, 20,1=1,2,...,n

Ulohy, kde ti¢elové (extremalizovana) funkce splituje tyto podminky, nazyvame tlohy
matematického programovdni.

Drtive, predevsim pred druhou svétovou valkou, se vysettovaly pouze ulohy klasického

vazaného extrému, tedy za podminek, popsanych vyse. V dobé po druhé svétové valce
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se objevily nové dulezité tlohy z oblasti vojenstvi, fyziky a ekonomie. Diky potiebé

jejich Teseni se rozvinulo feseni tloh neklasického vazaného extrému.

1.1.4 Podminky optimality

Slouzi k redukci mnoziny pripustnych feseni a plati pro optimalni feseni.

Nutné podminky, (nej¢astéji pouzivané) jsou takové které musi spliiovat kazdé opti-
malni feSeni dané tulohy.

Postacugici podminky stanovi, ze pokud je spliiuje pfipustny bod feseni, je automaticky
povazovan za optimalni reseni.

Obecné se da hledani optima popsat jako hledani extrému (extrémi) funkce. Tedy

feSeni, pro néjZ nabyva maximalnich (minimélnich) hodnot.
1.1.5 Vlastnosti funkce

Pro urcéovani extrému jsou u funkce diilezité nékteré dalsi informace. Vysetfeni pribéhu

je dulezité predevsim pro analytické metody.
Konvexni vs. konkavni funkce

Mgjme spojitou funkei f(z) definovanou na intervalu M. Pokud pro kazdé t¥i body
a < b < c e M lezi kazdy bod [¢; f(¢)] nad, nebo na tusecce , kterd spojuje body
[a; f(a)] a [b; f(b)], je funkce na tomto intervalu konkduni.

Naopak pokud vsechny body lezi pod nebo na tisecce spojujici oba body, je funkce na
tomto intervalu konvexni [12].

Dale rozlisujeme, zda je funkce ryze konverni, ¢i ryze konkduvni. To slouzi k odliseni

casti funkce, které jsou linearni. Linearni funkce jsou soucasné konvexni i konkavni.

Konvexnost a konkavnost funkce urcujeme pomoci analytickych metod.

Inflexni bod

U jednorozmérnych funkci je dalsim zajimavym mistem inflexni bod. Je to takovy bod,
kde funkce ptrechazi z konvexni do konkavni, nebo naopak. K jeho urceni pouzivame

nejcastéji analytické metody.
Stacionarni bod

Je dulezity pro vysetfovani pribéhu funkce a jeho extrémi. Mame-li spojité diferen-
covatelnou funkei f(Z) je stacionarni bod ten, ve kterém jsou vSechny prvni parciilni

derivace nulové. V tomto bodé miize byt extrém, nebo sedlovy bod funkce.
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Sedlovy bod

U vySetrovani vicerozmérnych funkeci nehovorime o inflexi. Sedlovy bod je takovy staci-
onarni bod, ve kterém mé funkce vii¢i nékterym proménnym minimum a vici nékterym
maximum. Sviij nazev dostal diky vzhledu grafu funkce v euklidovském prostoru E3.
Sedlovy bod tedy definuje misto, o kterém jsme schopni na zakladé analyzy tict, ze je
z matematického hlediska ,zajimavy“. Své vyuziti ma napriklad pfi hledani optiméalni
strategie u teorie her.

Dalsi podrobnosti o vySetfovani pribéhu funkce jsou popsany v kapitole (1.2.1).
1.1.6 Konvexni mnoZina

Mnozina y C R" se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje také
vSechny jejich konvexni linedrni kombinace tj. pro kazdé T,7 € x a A € (0,1) je také
AT+ (1=MN)g € x.

Této definici vyhovuje také prazdna mnozina.

Geometricky 1ze formulovat definici tak, Ze mnozina je konvexni, pokud segment, ktery
spojuje libovolné dva jeji body je také cely soucasti mnoziny.

Nékteré mnozinové operace zachovavaji konvexnost mnozin, napf.:

Véta 2 Prinikem libovolného mnoZstvi konvexrnich mnozin je opét konvexni mnozina.

P¥i hledani extrému funkce f(z) je velmi vhodné zjistit, zda vyslednd mnozina (dana
omezenimi) na niz extrém hleddme splituje podminky konvexnosti. Miizeme potom
vyuzit vlastnosti:

Véta 3 Protoze f(x) je konvexni funkce a M konverni mnozZina, je kaZdé lokalni mi-
nimum zdrover, minimem globdlnim [9].

1.2 Klasifikace aloh optimalizace

1.2.1 Analytické metody

Analytické metody vyuzivame predevsim pii hledani volného extrému. Jsou zalozeny

na vypoctech derivaci.

U jednorozmeérnych pripadiu pouzivame prvni a druhou derivaci vysetfované funkce.
Polozime-li prvni derivaci funkce rovnu nule, tedy f'(x¢) = 0 ¢imz zjistime misto pfi-
slusného extrému. Dal§im vySetfenim druhé derivace f”(x) zjistime, zda je v tomto
bodé minimum, nebo maximum (pro f”(zg) < 0 jde o maximum — funkce je na vySetio-
vaném intervalu konkavni, pro f”(z) > 0 jde o minimum — funkce je na vySetfovaném
intervalu konvexni, v pfipadé kdy f”(xo) = 0 jde o inflexni bod).

V piipadé, Ze i pro druhou derivaci plati f”(xy) = 0, musime pokracovat v dalSim

derivovani. V takovém piipadé pouzijeme definici:
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Necht existuje pfirozené &islo n tak, ze f(zy) # 0 (n-ta derivace) a pro viechna k < n
plati, ze f*)(x4) = 0. Potom plati:

a) n je sudé a f™ < 0 => ostré lokdlni maximum

b) n je sudé a f(® >0 => ostré lokalni minimum

¢) n je liché => v tomto bodé ma funkce inflexni bod

U vicerozmérnych pripadi jde o zevSeobecnéni jednorozmérného pripadu. Misto deri-

vaci pouzivame pojmy gradient a Hessova matice.

Gradient funkce definujeme jako vektor parcidlnich derivaci

gradf(ml,xg,...,a:n):Vf:(af of ... 0f)

Oxr, Oxs’ Oz,

Hessovu matici potom definujeme pomoci druhych parcidlnich derivaci:

>’f >’f >’f
0x? 01,01y 01,01,
H=Nf(1, 29, ..., 2,) = : : : : (4)
>’f >’f >’f
0x,0x1 01,01 o 0_:1731

Pro dalsi vysetfeni extrémi musime urcit, zda je Hessova matice pozitivné definitni, ¢i
negativné definitni. To je tdaj odpovidajici u jednorozmérného piipadu tomu, zda je
druha derivace kladna, ¢i zaporna. Znamena to spocitat hlavni subdeterminanty matice
a definitnost potom urcit podle Sylvestrova kritéria. Podle néj je matice pozitivné
definitni (funkce méa v bodé minimum), kdyz jsou vSechny hlavni subdeterminanty
kladné. Matice je negativné definitni (funkce mé v bodé maximum), kdyZ se u hlavnich
subdeterminantl pravidelné stfidaji znaménka, ale prvni subdeterminant je zaporny.
Pokud ma matice v jedné roviné maximum a v druhé roviné minimum, je matice inde-
finitni (funkce zde ma sedlovy bod). V ostatnich piipadech je matice tzv. semidefinitni
(pozitivné, ¢i negativné), coz znamena, Ze o ni nic nevime.

U vazaného extrému muiizeme pouzit k vySetfeni extrému dalsi metody:

Substituént metoda

Za prvé pokud lze z funkce g(x, z5) = 0 vyjadiit vyjadfit nékterou proménnou, napf.
xo = u(xy), kterou mizeme dosadit do funkce z = f(z1,x2) = f(x1,u(x1)), ¢imz pie-
vedeme problém na funkci jedné proménné. Dale optimalizujeme vhodnou numerickou

metodou. Na tuto metodu ale pfili§ loh nevede, proto se s ni v praxi nesetkavame.
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Metoda Lagrangeovych multiplikdtord (neurditych koeficientu)

Dalsi analytickou metodou, ktera je velmi univerzalni je Lagrangeova metoda neurcitych
koeficienti. Vychéazi z toho, ze pokud maji funkce f(Z), g(Z) v okoli bodu kfivky

9(Z) = 0 totélni diferenciél a v kazdém bodé kiivky ¢(Z) = 0 je alesponi jedna z derivaci
99 9y
8$1 ’ 81'2
lokalni extrém, musi existovat takova konstanta \, ze funkce

F(ZL'l,ZEQ, Ce ,xn,/\l,/\z, ey >\m) = f(xl,.l’g, Ce ,[En) + Z)\jgj(xl,xg, e ,ZL‘n) (5)

.-+ nenulova, pak aby meéla funkce z = f(Z) v bodé [z1; xs] kiivky g(Z) =0

j=1
spliiuje podminky:
OF
o, (712w X day ) =0 ©)
OF
a—>\j($17$2,...,In,/\l,/\g,..,7Am):O (7)
m<n (8)

Neznama konstanta A se nazyva Lagrangeuv multiplikdtor. Funkce F' byva oznacovana

jako Lagrangeova funkce.

Hledani vazanych extrémt tedy spociva v sestrojeni funkce F' a FeSeni uvedené soustavy
rovnic pro neznamé zo, Yo, A. Bod [zo; yo] bude extrémem tehdy, je-li druhy diferencial

0?F v tomto bodé nenulovy. V opa¢ném piipadé nemusi jit o extrém [11].

Tato metoda je zakladem i pro dalsi specializované optimaliza¢ni metody.

1.2.2 Iterac¢ni metody

Dalsi moznosti hledani optima jsou iteracni metody. Jejich velkou vyhodou je jejich
dobra algoritmizovatelnost, coz je predurcuje ke zpracovani pomoci vypocetni techniky.
Principem je postupné priblizovani k hledanému extrému. Toto pfiblizovani znamena,
ze nemusime vzdy najit pfesny bod optima, ale ukonceni algoritmu (hledani) muze byt
déno bud poctem krokii, nebo dosazenou pozadovanou presnosti. Vzhledem k tomu,

ze nékteré metody konvertuji pouze k lokalnimu extrému, provadime vétsinou nékolik

vvvvvv

optimum.

Itera¢ni metody mtzeme délit na tii zakladni mnoziny:

1. Komparativni (porovnéavaci), u kterych nepotiebujeme znét derivace

e Jednorozmérové

— Fibonacciho metoda a ji podobna metoda zlatého fezu

— Powelova metoda
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e Vicerozmérové
— Mapovani kriteridlnich ploch
— Box-Wilsonova metoda

— Metody pravidelného a flexibilniho simplexu
2. Gradientni

e Jednorozmeérové

— Regula Falsi

— Newtonova metoda
e Vicerozmérové bez omezeni

— S kratkym krokem
— S dlouhym krokem

— Kvazinewtonské metody (DFP — Davidon + Fletcher + Powell, CON-
GRA — metoda konjugovanych gradienti, PARTAN — metoda paralel-

nich tecen (parallel tangent)
3. Vicerozmérové s omezenim typu <
e Metoda projekce gradientu
4. Metody nahodného vyhledavani

e Jednoduché

e Adaptivni
1.2.3 Teorie her

Zakladem je TeSeni situaci s nutnosti vybéru vyjadfenych matematickym modelem.
Rozlisuje postupy a feseni podle podminek daného problému. V prvni fadé je to pocet
hraci (1,2,...,n), z toho plyne, zda rozhodovani bude konfliktni, ¢i nikoli. U konflikt-
niho rozhodovani potom zalezi na inteligenci hract. Inteligenci je mysleno, zda se hrac
snazi vybrat nejlepsi mozné reSeni, nebo vybira ¢isté nahodné.

Pokud je ve hie vice inteligentnich hraci, rozliSujeme dale feseni antagonistického —

tedy ,souperivého“ a neantagonistického konfliktu.

Daéle u neantagonistického konfliktu rozlisujeme, zda jde o kooperativni nebo neko-
operativni zpusob hry, tedy jestli spolu hrac¢i spolupracuji. Jde o to, ze hraci pred
rozhodnutim uzaviou smlouvu — zkombinuji svoje strategie tak, aby vysledna byla co
nejvyhodnéjsi pro oba.

Posledni informaci ve hie, je vyhra. Ta miZe byt bud pienosné, tedy pouZzitelna v dalsim

kole, nebo je nepfenosné, tedy na dalsi vyvoj hry nema zadny vyznam.
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Matematicky model — zakladni popis problému je potom definovan mnozinou:

{Q, X1, Xo, ..., X, (1,29, ..y x0), Jo(21, 29, .oy T0), Jn(@1, 0y ..o )}
(@ je mnozina hrac¢d, mnoziny X definuji strategie jednotlivych hraca a J jsou jejich
jednotlivé vyhry.
Volba strategii je potom dana tthlem pohledu hrace. RozliSujeme deskriptivni hledisko,
tedy jak by se v dané situaci rozhodl priumérny jedinec a normativni hledisko — v dané
situaci objektivné nejlepsi.
7 matematického hlediska je u hledani optimalni strategie v maticovych hrach dilezity
sedlovy bod. Ten je zde definovan jako kombinace strategii hract, pii jejiz zméné si
zadny z hracd nemize polepsit.
Jina strategie je vsak idealni pro hrace ,s nadhledem® a jina pro primého tucastnika.
Jako ptiklad mtizeme uvést stretnuti dvou neptatelskych bojovych letouni. Pro hrace —
pilota je rozhodné vyhodnéjsi strategie neposkodit ani jedno letadlo, nez pro hrace

fidictho bitvu ze zemé (napf. zniceni obou letountt).
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2 ULOHY MATEMATICKEHO PROGRAMOVANI

Zakladni tlohou matematického programovani je, jako u ostatnich optimalizacnich
tloh, nalezeni extrému funkce f(z), kde hledany vektor Z je prvkem mnoziny X. Mno-
zina X je nejcastéji urcena néjakymi algebraickymi vztahy mezi slozkami vektoru z,
obecné muzeme Fict, ze jde o tlohu s omezenim typu #.
Zakladni tloha metamatického programovani je tedy

min{f(z) :ze€XCE"} (9)
kde E" je n-rozmérny Eukleidav prostor [5].
Vétsina pouzivanych algoritmt konverguje k lokalnim extrémtm. Globalni extrémy

jsou nalezeny pouze v urcitych pfipadech — napt. konvexnost feseného problému (Véta

(3))-
2.1 Volny extrém — metoda pripustnych sméru

Vpiipadé, Ze omezujici mnozinou je X = E™, jde o tilohu volného extrému. Resime ji
pomoci analytické metody pripustnych sméri.

Vychazime z toho, ze je-li * bodem lokalniho minima, nemuze existovat dalsi pripustny
smér (k dals§imu minimu), tedy:

Podminka prvniho fadu:

Véta 4 Je-li * bodem lokdlniho minima funkce f(Z), kterd md spojité pruni parcidlni
derivace na mnoziné X, pak pro libovolny vektor s, ktery je pripustnym smérem v bodé

x* plati:
grad f(7°) = V()52 0 (10)

Podminka druhého radu:

Véta 5 Je-li T* bodem lokdlniho minima funkce f(x), kterd md spojité proni i druhé

parcidlni derivace na mnoziné€ X, pak pro libovolny vektor s, ktery je pripustnym smé-
rem v bodé T* plati:

gradf(z) = Vf(z")52 0 (11)

Je-li  Vf(z*)5=0, pak S VAf(Z*) =0 (12)

2.2 Vazany extrém
2.2.1 Omezeni typu rovnost
Resi optimalizaéni tlohu:
min{¢'z : Az=0b, z2=0} (13)
kde 7 je vektor po¢tu optimalizované proménné, ¢ je vektor ,cen“ a vektor b udava

pozadované naroky.

Tento typ omezeni je v feSen linedrnim programovanim. V kapitole 2.2.3, jsou na pii-

kladu vysvétleny
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2.2.2 Omezeni typu nerovnost

U omezeni typu nerovnost predpokladame tlohu:

min{f(7) : 9(7) < 0} (14)
K analytickému vySetfeni extrémi u neklasického vazaného extrému se pouziva (Ka-
rush-)Kuhn-Tuckerova véta:

Véta 6 Necht T* je bod relativniho minima a T* je requlerni bod omezeni. Pak existuji
A€ E" a € EP takove, Ze:

V£(Z*) + Vh(Z)\ + Vg(z)p=0 (15)
plg(z*) =0 (16)
iz0 (17)

2.2.3 Linearni programovani

Resi problém vézaného extrému. Vzhledem k tomu, Ze tento typ extrému neni pfimo
predmétem této prace, bude zde tato metoda jen zminéna s kratkou ukazkou kviili
vysvétleni nékterych pojmi

Mnozina vSech pripustnych feseni tlohy linedarniho programovani je konvexni a uza-
viena.

Jsou-li vSechny funkce vyskytuji se v zadani illohy matematického programovani line-
arni, a da-li se tedy tloha pséat ve tvaru maximalizovat (minimalizovat) funkci ¢’z pri
omezenich b — AZ > 0; Z 2 0, jde o tlohu linedrniho programovani.

Jde tedy o to, ze omezeni jsou definovana pomoci linearnich funkci, stejné jako ticelova

funkce.

Linearni tloha nepatii mezi tlohy neklasického vazaného extrému, ale je zde zmi-
néna kvuli podobnosti nékterych postupt a vyrazi s tlohami neklasického vazaného
extrému. Navic jsou nékteré tulohy nelinearniho programovani prevoditelné na tlohu
linearniho programovani.

Priklad 1 Jednoduchd ukdzka ulohy linedrniho programovani:

Reste ulohu: max 1021 + 3022 + 25
pri omezenich:

3!131 + 21’2 g 10
T S ) < 10 Ty, 29,73 2 0
ro + x3 =5

Ulohu budeme fesit pomoct simplexové tabulky:

Hlavni c¢ast ulohy spociva v pocitani s maticemi. PouZivame principy pripoctent jednoho
radku, nebo jeho ndsobku k jinému.

Z maticoveho zapisu také vychazi:

3 2 0 1 0 0 10 =zapis pruntho omezeni 3x1 + 2x9 + Oxz < 10

1 1 0 0 1 0 10 =zdpis druhého omezeni x1 + x5 + 0x3 < 10

0 1 1 0 0 1 5 zdpis tretiho omezeni 0z + x5 + 23 < 10
-10 =30 -1 0 0 O zapis funkce f(x1,xq,x3) = 1021 + 3029 + 23
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Nejprve vyplnime pruni oblast tabulky — hodnoty v prunim aZ tretim radku x1 aZ x3
bereme z danych omezeni, doplnéné o x4 aZ xg diagondlni zdpis ¢. 1, cturty radek
vychazi z optimalizované funkce (ale zapisujeme zdporné hodnoty).

Nyni vybereme sloupec s nejmensi zdpornou hodnotou mezi (x1 — x3). Dalsim krokem

RS , o omezeni . s ,

je vypocet pomocné€ promenné = ——— kde i je index promenné x vybraného
i

sloupce. Rddek s nejnizsi hodnotou proménné (3 je pro nds vijchozi.

‘ xl‘ xg‘xg‘m‘xg,‘xﬁ‘omezeni‘ﬁ‘

3 2| 0 1] 0] O 10| 5

1 1 0 0 1] 0 10 | 10

0 1 11 0] 0| 1 51 5
-10]-30|—-1] 0| O O 0

Tab. 1. Prvni krok feSeni simplexové tabulky s vybérem hodnot pro dalsi krok

Pomoci vipocti v matici upravime fdadek (vyndsobenim, nebo délenim celého fadku) tak,
aby vybrand hodnota x; byla jedna a v ostatnich rddcich byla hodnota této proménné
nulovad (prictenim ndsobku radku k jinému), véetné radku ¢. 4.

Opakujeme krok wvyhleddni sloupce s mejmensi zdpornou hodnotou a kroky vybéru a
uprav opakujeme tak dlouho, dokud je ve cturtéem radku zdpornd hodnota. Dopocitana
tabulka ¢. 1 (vybirané hodnoty jednotlivijch kroki jsou zvgraznény)

‘ 1 ‘ T ‘ T3 ‘ T4 ‘ x5 ‘ T ‘ omezeni ‘ v ‘

3 2 0 11 01 0 10 5

1 1 0 0 1,0 10 10

0 1 1 0 0] 1 5 5
—-10| =30 | —1 0 0] O 0

1,5 1 0 0,5 0 0 5|« o0

—0,5 0 0|—-0,5] 1, 0 5|« o0

-1,5 0 1/-0,5) 0] 0 0 0
35 0—-1 51 0 0 150

1,5 1 0O 0,5 0 0 5|« o0

—0,5 0 0-0,5] 1, 0 5|« 00

-1,5 0 1]1-0,5] 0| O 0 0
33,5 0 0 14,5 0| 1 150

Tab. 2. Simplexova tabulka pro feseni tilohy linedrniho programovani

T =0
Ty =05 max f(z1,x, x3) = 1027 + 30xs + 23 = 30 - 50 = 150
T3 =0

Kontrola omezeni:

311 + 219 <10 x1 + 29 £ 10 To+ w35
0+10 < 10 0+5<10 0+5<5
1010 5<10 555
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Nyni si na prikladu vysvétlime pojmy stinovd cena, citlivostni analyza a dudlni uloha.

2.2.4 Dualni Gloha

Véta 7 Ma-li primdrni uloha 7Tesent, pak ma resent i dudlni uloha se stejnou hodnotou
ucelové funkce.

Duélni tlohou k max f(Z) je doplitkova tloha min f(z)
Byla li tedy ptivodni tloha definovana jako

max f(Z) = ¢ (18)
pii omezenich Az < b, 20
Dudlni dloha k ni bude

min ¢(Z) = b’y (19)
pii omezenich ATy < ¢, 72>0
Simplexova metoda ndm dava vysledky i k dudlni tloze. V pfikladu (1) to znamena,

ze minimum duélni tlohy vyc¢teme z posledniho radku ve sloupcich z; — x3.

2.2.5 Citlivostni analyza — stinové ceny

7 s vy w

Ty nam tikaji, jak velky vliv na vysledek bude mit zména nékterého z omezeni. U pii-
kladu (1) tyto hodnoty, Lagrangeovy koeficienty, najdeme v poslednim fadku ve sloup-
cich x4 — xg. Znaci, o kolik musime navysit ktery limit, abychom dosahli navyseni
maxima. Zjistime tak, zda se ,,vyplati“, tedy nakolik ovlivni vysledek pfipadné navy-
seni nékterého limitu. Pokud limit nebude navysen o vyslednou hodnotu ze simplexové

tabulky, mtze navyseni ziistat nevycerpano.
2.2.6 Sedlové vlastnosti Lagrangeovy funkce

Pti feseni tlohy nelinearniho programovéani se ukazuje, ze Lagrangeova funkce méa v op-
timélnich bodech z* a A* sedlovy bod [5].
Tedy, ze v jednom sméru, napiiklad z1, m& minimum a v druhém maximum. Mame-li

problém

A

min{f(z) :g(¥) =0; 7 =0}, (20)

potom

Véta 8 Jestlize 75 >0, \* 20
L
pak T* je tesenim ulohy (20) [5].

je sedlovym bodem Lagrangeovy funkce
(T,2) = f(z) + \'g(@), (21)

Existuje cela fada algoritmii nelinearniho programovani, které jsou zalozeny na sedlo-

vych vlastnostech Lagrangeovy funkce.
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2.2.7 Dualita uloh nelinearniho programovani

Nyni probereme problém duality v tilohach nelinedrniho programovani. Mame tlohu:

min{f(7) : g(z) <0} (22
Lagrangeova funkce tedy bude L(Z,\) = f(z) + ATg(). Nyni sestrojime dvé funkce:
T) = L(Z, A 23
(Z) max (z,2) (23)
() = min L(Z, \) (24)

x
kde Z neni nijak omezeno.

Na nich si definujeme duéalni dlohy:

(1.) mxin o(T) = mxinrilggi L(z,\) (25)
(1) maxv(3) = Iilggném(f, A) (26)

Kde I. je totozna s puvodni tlohou (22) a je primdrnd ilohou a 1. je k ni potom dudlni

uloha.

Mezi primarni a dualni lohou plati vztah:

(Priméarni tloha) min max L(z,\) = max min L(z,\) (Dualni dloha)  (27)
T A0 A20 @

Dualita tloh matematického programovani je velmi dulezitd, nebot feSenim duélni

tlohy se k optimu blizime zdola. ResSenim primérni tlohy se k optimu bliZime shora.
2.2.8 Vicekriterialni optimalizace

U reélnych tloh mame casto vice kriterii, podle nichz jsme nuceni rozhodovat. Mame
nékolik moznosti, jak se s takovym zadanim vypotradat. Nékteré vedou na vektorové,
nebo kompromisni programovani. Nejcastéji se snazime prevést problém na skalarni —

s jednim optimaliza¢nim kritériem. K tomu nam slouzi nasledujici metody:

- Volba vah
Zde pouzijeme castecné vlastnosti separability, kdyz jednotliva kritéria oznacime
jako f1(z az f,,(Z) a stanovime vahy aq, s, ..., a,. Problém potom Fesime jako
jedno kritérium f(Z) = a1 f1(Z) + aafo(T) + - - - + o, f,(T).

- Clilové programovdni
Vychazi ze snahy dosahnout stanoveného cile ve vsech kritériich. To samoziejmeé
neni mozné, proto se snazi co nejvice se priblizit konkrétni feseni k cili. Geo-
metrickd interpretace je velmi jednoduchd. Oznac¢ime-li f(z) jako cil, kterého
chceme dosdhnout u i-tého kritéria, cilové programovani vede na tlohu
min{\ = f;(Z) —wA = f7(Z),i=1,2,...,p, T € X, w; > 0} (28)
Vyraz \w; zde vyjadiuje rozdil mezi stanovenym cilem a skutecnou hodnotou

kritéria. Mnozina X predstavuje prostor pfipustnych feseni.
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- Lexikografické usporddani kritérii
lezité. Z optimélnich feSeni potom vybirdme takové, které minimalizuje dalsi
kritérium v potradi a tak postupujeme dale. Varianta s e-omezenim minimalizuje
vybrané preferencni kritérium a ostatni podrobime omezenim. Potom:
rx_nei)r(l{fs(i) Cfi@=e, i=1,2,...,p, i#s} (29)
Nevyhodou této metody je nutnost volby €; a pevna omezeni.

- Minimazovd optimalizace
Tato formulace pfipomind problémy z teorie her. Resi v podstaté stejny problém
jako pfi cilovém programovani, kde volime vSechny vahy w; stejné a cil je v po-
c¢atku. Hledame takové pripustné reseni, v némz je maximalni hodnota nékterého
kritéria minimalni:
min max f;(7) (30)

zeX 1

V pripadé, ze nechceme problém pfevadét na skaldrni, musime pouzit metodu hledani
nedominovane varianty. Problém je dost podobny hledani sedlového bodu u matema-
tického programovani (viz kapitolu 1.2.3). Mezi kritérii hledame takovou rovnovahu,
ze zlepseni kteréhokoli kritéria je vzdy na tukor nékterého jiného. Pokud je nedomi-
novanych variant vice, nezname exaktni zptisob jak urcit jedno optimum. Pokud je

nedominovand varianta jen jedna, mtizeme ji za optimalni oznacit.
2.3 Nelinearni programovani

Ulohou nelinearniho programovani obecné je hledani extrému funkce

mlj\r} f(z), (31)
re
kde f(z) je obecné nelinearni funkce a mnozina M je popséna soustavou nerovnic

kde g;(x) jsou realné funkce.

Vétsina pouzivanych metod patii mezi iteracni metody, obecné pouzivame nasledujici
algoritmus:

Sestrojime nejprve vychozi piipustné feseni (tj. bod z mnoziny M). Potom se postupné
pohybujeme k dalsim pripustnym bodtm, ve kterych je hodnota tcelové funkce nizsi.
Takto pokracujeme dokud je patrna zmeéna tcelové funkce, pokud ne, tak vysledny bod
prohlasime za kandidata na optimum [10]. Vzhledem k tomu, Ze tyto metody konvertuji
k lokalnim minimtim, je tfeba proces nékolikrat opakovat s riznymi startovacimi body

(pocateéni pripustné feseni). Algoritmus je detailnéji popsén na obrazku (2).
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Obr. 2. Obecny algoritmus popisujici tlohu nelinearniho programovani
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Pti feseni tlohy nelinearniho programovéani se ukazuje, ze Lagrangeova funkce méa v op-

timalnich bodech Z* a A* sedlovy bod. Pokud tedy méame tlohu:

min{f(z) :9(z)<0;2 20} (33)
pak jestlize 7* > 0, \* > 0 je sedlovym bodem Lagrangeovy funkce
L5 %) = f(7 + () (34)

je T* je fesenim tulohy.
Ulohu nelinearniho programovani délime na dva zakladni typy:

optimalizace bez vazeb, kdy M = R™ (tedy pii hledani volného extrému). Pouzivame

algoritmy:

- metoda nejvétsiho spadu
- metoda sdruzenych gradienti

- DFP (Davidon-Fletcher-Powell)

optimalizace s vazbami, kdy M C R™ (tedy pfi hledani vazaného extrému). Pouzivame

algoritmy:

metody piipustnych smért: Zoutendijk, Frank a Wolf, Topkis-Veinott,. . .

Veinottovy opérné nadroviny

penaliza¢ni algoritmy

bariérové algoritmy

2.3.1 Kilasifikace tloh nelinearniho programovani

Podle charakteru tucelové funkce a omezeni miizeme tlohy nelinedrniho programovani

rozdélit na:

e Konvexni programovdni
Ucelovéa funkce i omezeni jsou konvexni funkce. K vySetfeni pouzivame Kuhn-

Tuckerovy podminky.

e Kwvadratické programovdant
Jde o druh konvexniho programovani. Linearni omezeni tvoii konvexni mnozinu
a ucelova funkce je kvadraticka. Lze pouzit i analytické Setfeni Kuhn-Tuckerovych
podminek, ale existuji dva postupy, ,,Shetty-Lemke* a ,Whinston, van de Panne®,

oba postavené na principech prace se simplexovou tabulkou
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e Separabilni programovdani

e Lomené programovant

Ucelova funkce je bez smisenych ¢lenti:

xn) = flan) + flwe) + -+ flza) Zf ) (35)

Toho se vyuziva napiiklad v dynamickém programovani, kde se tuloha déli na

drobnéjsi, 1épe fesitelné problémy

Uéelové funkce a omezeni jsou podily linearnich funkci

2.3.2 Konvexni programovani

Ulohy pro konvexni programovani vychézi z pfedpokladu, ze mdme mnozinu X a kon-

vexni funkci readlné proménné f : y — R definované na konvexni podmnoziné y € X.

Optimalizaci ziskdme z* pro které plati: f(z*) < f(Z); VT € x

Hledani sedlového bodu pomoci metody Lagrangeovych multiplikator je v tlohéach

nelinearniho programovani neefektivni. K feSeni je proto pouzivana (Karush)-Kuhn-

Tuckerova véta:

Vektor Z( je fesenim tulohy konvexniho programovani kdyz a jen kdyz existuje vektor

Ao takovy, Ze je splnéno nasledujicich Sest (Kuhn-Tuckerovych) podminek:

=T~

PRy (2

To = M =0 (pro vSechna j)(36)

(9xj

—, 99i(To) |
+ ; l; 8xj =0 (37)
70 >0 (nezépornost) (38)
OF(Zo, o) _ 9i(Zo) £ 0 (omezeni)  (39)
O\
< OF(

/\gﬂ aco, o) Z/\Ozgz %o) (40)

N0 20 (41)

Tato véta je pomeérné slozita. Jeji pouziti budeme demonstrovat na jednoduchém pii-

kladu:
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Priklad 2 Hledejte min f(xy,13) = (11 — 5)% + (22 — 5)? — 50. MnoZina M, na niz je
problém definovdn je dand soustavou nerovnic:
T z 1
T+ 20 £4
L1, T2 2 0
Upravime ucelovou funkci
f(z1,29) = (11 — 5)* + (13 — 5)% — 50 = 27 + 25 — 10z, — 101,
Budeme postupovat analytickymi metodami. Nejprve zjistime absolutni minimum (bez
omezent) funkce f. To najdeme v bodé [5,5]. Hledany vdzany extrém, dany nasimi ome-
zenimi je zrejmé bod, ve kterém se vrstevnice dotykd nejmensi funkcéni hodnoty z mno-
Ziny M. Je jim zrejmé bod [2,2], jehoZ platnost ovérime pomoci Kuhn-Tuckerovych
podminek:
g(Z)=-1150
@) =x1+2,—-4=50
Lagrangeova funkce:
F(f, l) = f -+ )\1g1 + )\292 = Z‘% + LZ'% — 10%’1 — 101’2 + )\1<—l'1) + )\2(.%1 + X9 — 4)
Jeji parcidlni derivace podle x1 a x5 jsou:
U1:2$1—10—)\1+)\2
U2:2$2—10+>\2
Podle podminky (40) musi byt v optimu \;g; = 0, podle toho Ay = 0. Podle vztahu (37)
je také x;v; = 0. Vzhledem k podminkam nezapornosti, Ze x1 > 0, x5 > 0, bude i vy = 0
a v, = 0. Z toho plyne, Ze Ay =10 — 225 =10 — 4 = 6.
Uvedené hodnoty: x4 = 2, 19 = 2
V1 = 0, Vg = 0
g1 = _27 g2 = 0
A =0,X=06
vyhovuji Kuhn-Tuckeroviym podminkdm (36 — 41).

Jako diikaz pouzijeme analjzu jednotlivych podminek:

- Pokud Z lez uvnit¥ mnoziny M, pii minimalizaci f(Z, \g) = VF(Z, Ag) = 0

- Lezi li Zp na hranici, pak podminky uspotadame tak, ze ¢;(Zo)ij0 proi =1,2,... k
9i(Tg) = 0proi =k+1,k+2,...,m. Dale je \g; = 0 pro i = 1,2,... )k a
OF (Zo, \ 0 m 0g;(To, A

(Zo 0): f +z:>\0i£J(o O)ZO
Oz, partiale; ;2574 0z

- Pokud Z nelezi na hranici dané omezenimi g;, ale plati-li pro urcité j, ze xo; = 0

(tedy jde o hranici danou podminkami nezdpornosti), miizeme zavést hrani¢ni

funkei ¢,,11(Z) = —z; = 0 a rozsifenou Lagrangeovu funkci F* = F — A\, 1125
OF*(Zg, A
Vzhledem k tomu, ze \; = A = --- = \,, =0, je F = f a déle % =
€
9] F(Zo, A 9]
of _ Aom+1 = 0, a protoze \,,.1 =0, je (Z0, Xo) = / > 0.
(%cj 8:cj 6’x]~
D I . oF™ af
- Nastanou-li obé predchézejici situace soucasné, bude = —— — dom+1 +
_ ij (%j
o 9gi(Zo, A ] . " oF
> )\OZ-M = 0. Prvni a tfeti ¢len vSak dava F', takze — = A\gpy1 = 0
i=k+1 8:1:]- 817]'
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Jak je i z prikladu vidét, analytickd metoda neni prilis pouzitelna, navic je velmi Spatné
algoritmizovatelna. Proto vznikaji pro specifické tlohy konvexniho programovani spe-

cializované postupy, casto velmi dobfte algoritmizovatelné.

2.3.3 Kvadratické programovani

Jednim ze specialnich pripadt konvexniho programovani je kvadratické programovani.
Jak jiz bylo feceno v (2.3.1), jde o pfipad, kdy jsou omezeni linedrni a ucelova funkce
je kvadraticka.

Ulohu formulujeme jako:

1
J = min f(Z) = min(¢" 7 + 5a?TQf) T, c€ER” QeR™" (42)
kde Q = QT = 0 je symetrickd kladné semidefinitni matice definovana na konvexni

mnoziné definované omezenimi linedrnimi rovnicemi a nerovnicemi:
Az <) beR™ AecR™" (43)

pri podminkach nezapornosti:

20, z eR™ (44)
Vétsina pouzivanych metod je zalozena na feseni Kuhn-Tuckerovych podminek. Ty
maji tvar:
—Qz* - AT +ur=¢ ua eR", A\ €R™ (45)
Az*+v"=b v €R" (46)
kde 2 >0, =0, A >0av =0 jsou éyfi nezaporné vektory, které splituji nasledujici
podminky
xiu; =0 i=1,2....n (47)
Nvr =0 i=1,2,..., (48)
Ted sestrojime Lagrangeovu funkeci:
L(z,\) =¢c"z+ xTQx + M(Az —b) (49)
7 ni dostaneme:
>0 (50)
A 2>0 (51)
Vol =4 Qi+ ATX = 4" >0 (52)

~ViL =b— Az* = v*

II\/
ol

(53)
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7T = (b—Az) X =0 (55)
Zjednodusené miizeme zapsat:

Mz( QAT);Zz(?)i(_); ) (56)
—-A 0 A

(" v*T) ( ! ) ="z =0 (57)

¢imz jsme TeSeni systému Kuhn-Tuckerovych podminek zredukovali na hledani tako-

SO

g
I
7N
S|

SN———

v

=&

Q)
/N

a déle:

vych nezdpornych vektord z* = 0 a w* 2 0, které spliiuji predchazejici rovnice. Takto

formulovany problém se nazyva Lemkeho dloha o komplementdrnosti proménnych. [16]

Metoda Shetty-Lemke

Jedna z metod, jak Tesit ilohu kvadratického programovani pomoci tabulky. Pro jeji
pouziti byla autory zavedena pomocna proménna y do radkt, ve kterych ma vektor ¢
zaporné polozky. Této proménné potom prifradime zapornou hodnotu té slozky qs, jez
mé ze zapornych ¢; nejvyssi absolutni hodnotu.

y=— mjin(qj) = —q, pro ¢; <0 (58)
Déle oznadime symbolem [ € R™"** ktery bude mit hodnotu /; =1 pro ¢, < 0al;, =0
pro ¢; = 0.

7 toho nam vyplyne upravena rovnice:

w—Mz—ly=q (59)

Tabulka kvadratického programovani potom bude mit zaklad:

P.b. q Wy ... Ws ... Wptk z1 ... Zs o Zn+k Y
w1 q1 1 e 0 e 0 —mi e —Mmi,s e —M1n+k l1
Wy Qs 0 1 0 —Me 1 —Ms s —Ms itk -1
Wtk | Gn+k 0 e 0o ... 1 —Mptk1 oo —Mpgks - —Mptkntk 0

Tab. 3. Tabulka pro kvadratické programovani metodou Shetty-Lemke

Nyni zaradime mezi bazické proménnou y, ktera nahradi w,. Potom tipravami znadmymi
ze simplexové tabulky v linedrnim programovani dostaneme (viz nasledujici tabulku).
Poté co vypadla bazicka proménna w,, nahradila ji, na principu komplementarnosti
proménnych z,. Tim je urcen sloupec s klicovym prvkem. Nyni postupujeme stejné

jako u simplexové tabulky linearniho programovani.
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P.b. q Wy ... Ws ... Wpik 2 . Zs . Zn+k Zn+tk+1
w1 Qn 1 e e 0 —mi1 - —m s o —M1 gk 0

Yy ds 0 e —1 e 0 —Ms,1 “ee —Ms, s e —Msn+k 1
’ll}n_»'_k qn_;’_k O e . 1 —m/n_»'_k,l - —mn+k75 . —mn_;'_]f?n_»'_k 0

Tab. 4. Tabulka pro kvadratické programovani metodou Shetty-Lemke po tpravé v prv-

nim kroku

Priklad 3 Pomoci metody Shetty-Lemke hleddme

min f(x1,72) = (21 — 229 + 1)* + (22 — 2)® = 27 + 22, — 4xj79 — 879 + 575 + 5

Za danych omezeni:

1+ 229 S 4

Ty + X2 é 3

a p7i splnénych podminkdch nezdpornosti x1 =20 x9 =0

Miuizeme provést maticovy zapis omezeni:

(1))

Stejnym zpisobem zapiseme tucelovou funkci:

f(f):5+( T xz) <§>+%<x1 m) (_i ;3) <2> —a—i-ETyZ’—l—%yZ’TQ:E

Dale méame vektor

Z:(ml To M\ /\2>

a dale mnozinu M

9 4 1 1
AT 4 10 2 1 z T
Mo @A a qg=|[°¢ :<2—843>
A D 1 -2.0 0 b
1 2100

Podle vyse popsaného postupu nyni mizeme doplnit idaje do tabulky kvadratického

programovani a dopocitat hodnoty.

Radky a sloupce vybrané pro dalsi krok jsou zvyraznény zlutym podkladem. Pokracu-

jeme standardnimi metodami zpracovani jako u simplexové tabulky v kombinaci s vy-

béry dle algoritmu pro metodu Shetty-Lemke. Kompletni zpracovani je v nasledujici

tabulce.
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’ P.b. \ q \ w1 Wo w3 Wy \ 21 29 2 24 Y P ‘
w1 1 0 0 0 —2 4 -1 -1 0
Wa -8 0 1 0 0 4 —10 —2 -1 -1 8
w3 4 0 0 1 0 0 0 0
wy 3 0 0 0 1 0 0 0
w1 2 1 0 0 0 —2 4 -1 -1 0 0,5
Y 8 0 -1 0 0 —4 10 2 1 1 0,8
w3 4 0 0 1 0 2 0 0 0 2
Wy 3 0 0 0 1 1 0 0 0 3
22 0,5 0,25 0 0 -0,5 1 -0, 25 —0,25 0
y 3 -2,5 -1 0 0 1 0 4,5 3,5 1 3
w3 3 -0,5 0 1 0 2 0 0,5 0,5 0 1,5
Wy 2,5 -0,25 0 0 1 1,5 0 0,25 0,25 0 %
2o 1,25 | 0,125 0 0,25 0 0 1 —-0,125 —0,125 0
Y 1,5 —2,25 -1 —0,5 0 0 0 4,25 3,25 1 16—7
z1 1,5 -0,25 0 0,5 0 1 0 0,25 0,25 0 6
wy | 0,25 | 0,125 0 -0,75 1 0 0 —-0,125 —0,125 0
2 B & % & 0] 0 1 0 k| k|a
s | s | “m "m "m0 0 0 1 R
2 | 5 | cm om om0 1 0 0 % | m |
wa | 3 i —a  —a 1| O 0 0 —31 | u

Tab. 5. Tabulka kvadratického programovéani pro vypocet prikladu ¢. (3) metodou

Shetty-Lemke

Vysledné hodnoty jsou zvyraznény zelené. Mame tedy:

L, 24
= —
b
L 22
Ty =—
2T
6
A= —
Lo
A5 =0
9
Po dosazeni do pivodni funkce f*(x1,z5) = f(af, x3) = T2
Kontrolou miizeme potvrdit platnost omezeni:
24 22
209 S 4 —+2—<54 4<4
R S TR T
24 22
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Metoda Whinston, van de Panne

Vychazi z metody Shetty-Lemke. Pouziva i podobnou metodu zapisu do tabulky, jen
vynechava proménnou y a pouzivé tedy trochu jinou metodu modifikace (hned v prvnim
kroku prechézi mezi bazické proménna z;).

7 tabulky je patrno, jakym zptisobem jsou pouzity proménné z maticového zapisu.
Oproti chybéjici pomocné proménné y je navic pouzita hodnota —M (prava ¢ast pod

sloupci 7 a \).

Pb.|qg u v 2z A
u [¢ 1 0 —Q -—AT
v |[b 0 1 A 0

Tab. 6. Tabulka pro vypocet metodou Whinston, van de Panne

Zacina se bazickym fesenim, kdy nebazické proménné jsou z = 0 a A = 0 a bazi tvori
v =020 a aspoil v jednom piipadé je porusena podminka % = ¢ = 0, jinak by nebylo
co Tesit.
Klicovy radek se vybira podle pravidla:
Qe { d;j
Dy = = Ml § —=—
My J mjs

takze bazickou se stane proménnéa s indexem ¢. Tomu predchazi vybér s-tého sloupce

i>0/\mjs¢o} (60)
Mjs
pro urceni proménné w,, kterd prejde mezi nebazické. Budeme pfitom rozlisovat dveé
situace:

- standardni, kdy jedna proménné z dvojice w; a z; patii mezi bazické a druhd mezi
nebazické proménné

- nestandardni, kdy w; i z; jsou obé bazické, nebo obé& nebézické.

Pti vybéru ridiciho sloupce ve standardni situaci, kdy plati princip komplementarnosti,
se postupuje tak, ze klicovy bude sloupec té proménné z;, jehoz ,dvojce“ w;, mé mezi
zapornymi nejvyssi absolutni hodnotu.

V nestandardnim pripadé to bude sloupec proménné z; z toho paru z; a wy, ktery neméa
zastoupeni v bazi. Pokud by nebylo mozné volit z;, napriklad kvili hrozbé zacykleni,

nebo protoze neexistuje ps > 0, zvolime sloupec komplementarni proménné wy, [16].

V porovnani s metodou Shetty-Lemke je tato metoda jednodussi a spolehlivéjsi.
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Priklad 4 Nyni metodou Whinston, van de Panne spocitdime priklad se stejnym za-

ddnim, jako priklad (3). V prunim kroku budou pouZity stejné hodnoty, jen misto M
T

budou dosazeny hodnoty —M, tedy ( _AQ _(_)A >

Vgbér sloupce hodnoty p dopocitdime podle vztahu (60), v pronim kroku bude vybrdan
sloupec z5 a po dopocitani rddek w-.

‘ P.b. ‘ q ‘ w1 Wo w3 Wy 21 29 z3 24 ‘ P ‘
w 2 1 0 0 0 —2 4 -1 -1 0,5
wo -8 0 1 0 0 4 —10 -2 -1 0,8
ws 4 0 0 1 0 1 2 0 0 2
wy 3 0 0 0 1 1 1 0 0 3
2 0,5 0,25 0 0 0 | —0,5 1 -0,25  —0,25
wo -3 2,5 1 0 0 —1 0 —4,5 -3,5 3
ws 3 —0,5 0 1 0 2 0 0,5 0,5 3
wy 2.5 | —0,25 0 0 1 1,5 0 0,25 0,25 s
29 1,25 | 0,125 0 0,25 0 0 1 —0,125 —0,125
wy | —1,5 | 2,25 1 0,5 0 0 0 —4,25 -3,25 | &
z 1,65 | —0,25 0 0,5 0 1 0 0,25 0,25 6
wy | 0,25 | 0,125 0 —0,75 1 0 0 —0,125 —0,125
22 = Z -5 £ 0 0 1 0 - 3
23 2 -2 -2 -&£ o0 0 0 1 2 b
B2 2 -= & = 0 1 0 0 Z 3
wa 34 = -5  —= 1 0 0 0 —

Metodou Whinston, van de Panne bylo dosazeno stejnych vysledkti, jako u predchozi

metody:
o
= —
T
22
x5 =—
2T
6
A= —
LT
A5 =0
9
Po dosazeni do piuvodni funkce f*(z1,25) = f(af,23) = T2

Oveéteni vysledku viz priklad (3).
Vzhledem k eliminaci prvniho kroku s proménnou y je vypocet o jeden krok kratsi
(vypocet jednodussi a bez tvodniho kroku i lépe algoritmizovatelny) a jak jiz bylo

feCeno, tato metoda by méla byt i spolehlivéjsi.
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2.3.4 Dynamické programovani

Dynamické programovani je velmi Gc¢inny néastroj, pouzivany k feseni optimalizace
v mnoha oborech. Metody a principy na nichz je postaveno jsou spojovany s pracemi

amerického matematika Richarda Bellmana.

Hlavni myslenkou dynamického programovani je rozklad problému na snadnéji TesSi-
telné podproblémy. Jednotlivé mezivysledky se potom ukladaji pro dalsi pouziti. Tento
princip se nazyva princip invariantniho vnoreni

Jednoduchost jejiho zédkladniho prinicpu — principu optimality (Bellmantv princip op-
timality) ji ¢ini velmi p¥itazlivou pro zpracovani pomoci vypocetni techniky:

Véta 9 Optimadlni trajektorie z libovolného bodu T do bodu Z mezdlezi na trajektoris,
kterd predstavuje cestu z bodu A do T [7].

Vysledkem dynamického programovani je vzdy nalezeni globalniho extrému, i kdyz
feSeni nemusi byt jednoznacné (v ptipadé vice globélnich extrémi).

Nevyhodou této metody je prudky narust potiebnych prostfedkt s rostoucim poctem
instanci. Diky rekurentnim vypoc¢tim a uchovavani mezivysledku je to predevsim pa-
meét.

Zptusoby feseni patii do mnoziny takzvaného separovatelného programovani, vyuzivaji

principu
flan, o) = f(x) (61)
=1

Jako pifklad mtzeme uvést: f(x1, e, x3) = 0,222 4 0,625 + 0, 123

Jednim ze zptisobu FeSeni tlohy dynamického programovani je sitovd forma — tzv.
dopravni tloha. Jde o prevod problému do orientovaného sitového grafu a nalezeni
optimalni trajektorie jejiho priichodu.

Graf je zde reprezentovan jednotlivymi body (u typické dopravni tlohy jsou to napfi-
klad zastavky autobusu) a orientované hrany predstavuji napfiklad naklady (vzdéle-
nost, spotfebu. ..) na pohyb z jednoho bodu do druhého.

Principem je dvoukolovy priichod. Zac¢iname v cilovém bodé grafu a postupné couvame

a ohodnocujeme jednotlivé hrany. Poté co se dostaneme do startovaciho bodu, projdeme

opét grafem, uz po optimalni nalezené cesté.
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Priklad 5 Mame omentovany gmf s pocatkem v bodé A a koncovym bodem B — viz
obrdzek 3 Jednotlivé body znazornugici dopravni uzly. Hodnota hrany c vyjadruje cenu
za prepravu mezi body.

Hleddme nejlevnéjsi cestu, tedy

min E Cij
7:7‘7‘

B
8 7 6 5
A PAN Ay PN A
10 8 7 7 6
6 4 4 4
A
9 3 5 4 7
5 4 4 3
A
7 4 4 4 5
4 5 3 2
A
7 4 3 4 4
4 4 3 2 {>
A

Obr. 3. Znazornéni problému feseného dynamickym programovanim v orientovaném
sitovém grafu

Postupujeme od bodu B a u pribézZnych bodi zaznamendvame optimalni hodnoty, tedy
nacitame nejoptimalnéjsi cestu z bodu B k tomuto bodu (v krouzku — viz obrdzek /).

Postupujeme, dokud timto zpusobem nemame oSetrenu cestu aZ k bodu A.
Ve druhém kole postupujeme od vyjchoziho bodu A po uZ predpocitané cesté — obrdzek 5.

Na obrazku je naznacéena ($rafované) i cesta, kterd se do urcitého momentu ,tvarila“
jako optimalni. Vzhledem k tomu, Ze plati pravidlo, Ze optimdlni Teseni existuje, musi
byt nalezena i optimdlni cesta.

Dale plati, Ze reSeni nemusi byt jednoznacené, takzZe optimalnich cest muzZeme nalézt
nekolik.
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B
8 . 7 ,\®6 ,\®5 @
A Py Ay Ay ™A
10 8 7 7 6
6 4 4 4 @
A
9 3 5 4 7
5 4 4 3 @
A
7 4 4 4 5
4 5 3 2
A
7 4 3 4 4
4 4 3 2 {>
A

Obr. 4. Znazornéni zpétného prichodu sifovym grafem

®c @
7

&

7

®

7

©

o N@

9 3 5
29) 5 N@ 4 4 3
AN 7

@# V@m '/@\1

Obr. 5. Znézornéni druhého (doptedného) priichodu sitovym grafem
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Dalsim zptisobem feSeni je tabulkovd forma — vyuzivajici separovatelnou ucelovou

funkeci.

Piiklad 6 Reste tlohu dynamického programovdni:

™
min f(zy, 29, 13) = 73 + /T + 1380 (.I'ga)

pri omezenich:
1+ T+ a3=1 A X1, T9, 13 = 0; s krokemh = 0,1
Reseni bude probihat ve trech krocich:

e V prunim kole stanovime hodnoty funkce pro jednotlivd x,. Velikost promeénné je
urcena jednak limitem x1 + x9 + x3 = 1, krokem h a podminkou nezdpornosti
T1, 29,23 = 0. V tomto kole tedy predpokldddme, Ze ostatni proménné jsou nulové
a pocitdime jen separovanou édst funkce f(x1) = 2.

e V druhém kroku hleddme kombinaci hodnot x1 a x5, pro které bude hodnota
f(z1, x2) minimdlni, tedy min f(z1) + f(z2) pro x1 +x9 = b

Vypocty pro pruni tri hodnoty b — wvysledek vypadd ndsledovné: Tucné zvyraz-

T X2 Fazl,:tg Ty €2 Fasl,:rz Ty X2 Fasl,:rz
0 0,110,3162 0 0,2 10,4472 0 0,3 0,5477
0,1 O 0,0100 0,1 0,110,3262 0,1 0,210,4572
0,2 0 0,0400 0,2 0,110,3562
0,3 0 0,0900

nénd hodnota znamend minimdini (optimdlni) kombinaci. Takto dopocitame pro
vsechna b — ostatni mezivypocty v priloze ¢. 77

o V tretim kroku hleddme kombinaci vybrangch hodnot kroku 2 s hodnotami pro x3

‘ b ‘ T ‘ F(ZEI) ‘ ) ‘ F([L‘Q) ‘ T3 ‘ F(ZL’3) ‘
0,0 0,0 | 0,0000 0,0 | 0,0000
0,10,10,0100 0,0 | 0,0100
0,2 0,2 0,0400 0,0 | 0,0400
0,31 0,3 | 0,0900 0,0 | 0,0900
0,4 0,4 | 0,1600 0,0 | 0, 1600
0,510,5|0,2500 | «— 0,0 | 0,2500
0,6 | 0,6 | 0,3600 0,0 | 0,3600
0,71 0,7 0,4900 0,0 | 0,4900
0,81 0,8 0,6400 0,0 | 0,6400
0,91 0,9 0,8100 0,0 | 0,8100
1,0 | 1,0 1,0000 0,7 [ 0,9267 | 0,5 | 0,4268

Tab. 7. Tabulka vypoc¢tid — dynamické programovani.

Stanoveni vysledki — z taulky vyplynulo optimdlni xs = 0,5 a pro zbyvajici by = 0,5 je
optimadlni kombinace xo =0 a 1 = 0,5
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Urcime hodnotu fpin(x1, T2, x3):

f(z1, 2, 23) = 3 + /T2 + 23sin (x;;%) =0,52+ 0+ 0, 5%sin (0, 5%) =
=0,25+0,1768 = 0, 4268

Provedeme kontrolu limitu:

T+ To + X3 :O,5+0+0,5:1

Limit byl tedy vycerpan beze zbytku.

Mezivysledky pro proménnou x3 nejsou soucasti tabulky — pro pevné dany limit je ne-
potfebujeme. Ale v pfiloze ¢. (?7) jsou uvedeny. A to z divodu moznosti hlubsi analyzy
daného problému. Pokud snizime limit, neni problém dohledat potfebnou hodnotu a
resit priklad okamzité.

Napiiklad pokud se snizi limit 27 + 23 + 3 = 1 na 0,7, najdeme v pfiloze ¢. (?77) —
tabulka x3 € (0;0,7) pro tuto hodnotu optimum x3 = 0,4, by — x5 = 0,3 a zpétnym
dohledanim dostaneme hodnoty xz; = 0,3, o = 0, 3 = 0,4 s vyslednou hodnotou

0, 1840.

Po navysSeni limitu by se samoziejmé musely dopocitat hodnoty pro z; a x, a novy

vypocet pro xs.
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II. PRAKTICKA CAST
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V této casti budou provedeny vypocty vzorovych prikladi. Vypocty budou provedeny

pomoci algoritmu zpracovanych v programu Mathematica, véetné komentare.

2.4 Kvadratické programovani

Byla zvolena tloha, na niz bude ukézano zpracovani pomoci obou metod kvadratického

programovani, uvedenych v této praci.

Hledame minimum funkce
f(@ = (z1— 1y —1)* +3(20 — 4)* = 2] — 2y — 23179 + 475 — 2275 + 49
min f (21, 72) = min(a} — 221 — 21129 + 425 — 2215 + 49)
Pti omezenich:
1+ 229 <6
41 + 29 <10

a splnénych podminkach nezapornosti: 21,25 = 0
Priprava podkladu pro zpracovani

Pro pouziti obou optimaliza¢nich metod budeme potfebovat zapis v maticové formeé.

Dosazenim do zapisu funkce

f@)=a+c"z+ %xTQx (62)

Dostaneme:

f(x17x2):49+<:171 x2><:222>+%<x1 x2><_22 _82><2) (63)

Podobné pouzijeme maticovy zapis omezeni:

_ 1 2 1 - 6
12 9 _2
A:<4 1) QI(——Q 8) (65)

52(16()) c=(-2 -22) (66)

Méame tedy:

-2 2 -1 -4
AT 2 8 -2 -1
-A 0 1 2 0 O

4 1 0 0
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Vektor z

2.4.1 Vypoéet pomoci metody Shetty-Lemke

Program zacina definicemi pomocnych matic:

pb = {{”Wl”}, {"W2"}, {|IW3|I}’ {"W4"}};(* Vektor pb*)

m = {{"z1"}, {"z2"}, {"z3"}, {"z4"}}; (x vektor z*)

pom = {{o, o, o, 0o}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, O, 0}, {0, 0, O, 0O}};
poml = {{0}, {0}, {0}, {0}};

(* konec definice pomocnych maticx)

Dalsim krokem je naplnéni matic

{{_2}, {_22}: {6}: {10}};(* Vektor q*)
{{0}, {0}, {0}, {0}}; (x vektor g*)
{{1, O! O’ O},

{0, 1, 0, 0},

{0, 0, 1, 0},

{0, 0, 0, 1}}; (x vektor wx)

= {{-2, 2, -1, -4},

{2, -8, -2, -1},

{1, 2! O’ O},

{4, 1, 0, 0}}; (x vektor zx*)

q
y
W

N
|

Sestaveni matice pro simplexovou tabulku a jeji kontrolni tisk:

s = Transpose[{pb[[A1l, 111, ql[A1l1, 111, w[[A1ll, 111, w([[Al1l, 211,
w[[All, 3]], wl([All, 4]], =z[[A1l, 1]], =z[[All, 2]], =z[[Al1, 3]],
z[[A11, 411, y[[All, 1]1}];

MatrixForm[s]

wl -21000 -2 2 -1 -4 0
w2 =22 0100 2 -8 =2 —-10
w3 6 0010 1 2 0 00
wsi 100001 4 1 0 00
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Naplnéni pomocné proménné y, vybér vhodného kandidata (fadek 2), jeho prechod
mezi bazické a dopocitani ostatnich fadkt s y = —1 (fadek 1). Poté opét kontrolni
tisk.

For[ypos = 1, ypos < 4, ypos++,
If[s[[ypos, 2]1] < 0, s[lypos, 11]1] = -1,]
]

MatrixForm[s] (* matice s”- tdprava yx*)
ming = Position[q, Min[ql];
mingy = minq[[1, 1]]1;
selxpos = minqy + 6;
(*Zaméfeni pozice pro y*)
Ss = s;
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If [ypos == minqy, ss[[ypos, Al11]] = ss[[ypos, All]l]x*(-1);
ss[[lypos, 111 = "y",]1]
(*pfechod y mezi bazickéx)
For[ypos = 1, ypos < 5, ypost++,
pb = ss[lypos, 11]1;
If[ss[[ypos, 1111 == (-1),
ss[[ypos, All]] = ss[[ypos, A11]] + ss[[minqy, Al1l]];
ss[[ypos, 111 = pb,]

s = ss;
MatrixForm[s]

wl 201 -1 00 —4 101 -3 O

y 22 0 -100 -2 8 2 11
w3 6 0 10 1 20 0
w4 10 0 01 4 10 0

Nyni zac¢ind smycka s podminkou pro ukonceni, pokud y vypadne z bazickych pro-
ménnych (testovani podminky uzavird cyklus). Nésleduji pomocné matice pro vybér
sloupce s minimélni proménnou p (kandidat z; na prechod mezi bazické. Vzhledem

k tomu, Ze hleddme min p, jsou nevyhovujici feseni oznacena hodnotou oc.

testy=1;
While[testy>1,
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
For[xpos = 7, xpos < 11, xpos++,

If [s[[ypos, xpos]l] > 0 && s[[ypos, xpos - 4]] !'= 0 &&

StringTake[s[[ypos, 111, {1}] != "z",

pom[ [ypos, xpos - 6]] = s[[ypos, 2]1/s[[ypos, xposl],
pom[[ypos, xpos - 6]] = \[Infinity]]
]

MatrixForm[pom]
minpos = Position[pom, Min[pom]];
selxpos = minpos[[1, 2]] + 6;
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00 2 o0 oo
%) -%; 00 00
00 00 00 0
00 00 00 00

Znzeni vybéru na konkrétni hodnotu — vybirdme sloupec kanidata z; z predchozi matice

a hleddme proménnou min p;) pro dosazeni mezi bazické proménné (fadek).

For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If [s[[ypos, selxpos]] == 0 || StringTake[s[[ypos, 111, {1}] == "z",
poml[[ypos, 1]]1 = \[Infinity],
poml[[ypos, 111 = s[[ypos, 21]1/s[[ypos, selxpos]]] ]
MatrixForm[pom1]
minpos = Position[poml, Min[pom1]];
minposy = minpos[[1, 1]];
(*vyhodnoceni podminky min q/m=>i ¢islo Fadkux)
MatrixForm[poml]

[ )

g8 3 =l

Nésleduji posledni kroky vypoctl — dosazeni vybrané proménné z; mezi bazické, dopo-

¢itani vybraného fadku a pfepocet ostatnich fadki podle vybraného kli¢e (zde v prvnim

11
kroku —)
4

For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If [ypos == minposy,
ss[[ypos, All]] = ss[[ypos, All]]/ss[[minposy, selxpos]];
ss[[ypos, 111 = m[[selxpos - 6, 111,] ]
(*pfechod vybrané z"mezi bazickéx)
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If [ypos != minposy,
For[xpos = 2, xpos < 11, xpos++,
ss[[ypos, xpos]] =
s[[ypos, xpos]l] - s[lypos, selxpos]]*ss[[minposy, xpos]l];
1,11
(*dopolitani zbytku tabulky*)

s = Ss;
testy=0;
For[ypos = 1,ypos < 5,ypos++,

If [StringTake[s[[ypos, 111, {1}] == "y",testy=testy+1,]
]

(¥testovaci smyCka na existenci "y" mezi bazickjmix)
] (*konec Whilex)
MatrixForm[s]
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Vysledek po prvnim kroku:
1 1 2 1 3
4 1 6 6 17
y6 -5 500 50 75 F 1
1 1 9 1 3
w3 2 5 5 10 5 0 —5 5 0
1 1 22 1 3
7 dalsich kroki jen vysledky:
Krok 2
00 00 00 00 00 22% %—% %001%—%0
5 00 00 00 5 y & -3 -+ 2000 3 31
% 00 00 00 1790 z1 1790 —é % g 010 —% % 0
20 80 20 28 7 7 22 7 7
i 0 00 g i1 wd 5 -3~ 5 100 5 —50
Krok 3
o0 00 00 00 00 22%%—2—14}10010—2—740
00 00 1 o ! 2372 -4 -+ 20001 §3
3 1 1 1 7
00 00 00 OO %9 zl 5 —3 i3 5 0100 3 0
707 7 9 49

7 bazickych vypadla proménna y, takze smycka While byla ukoncena a z posledni

dopocitané tabulky muzeme odecist vysledky:

:L‘1:§ ,Z'Q:g )\1:

2 4

39
Hodnotu tcelové funkce ziskdme dosazenim: f(xy,x2) = f <— —)

Ovérent vysledku

T =0

2°4

Provedeme ovéreni platnosti omezeni.

— 8,75 =510

3 9 6 18 24
1+ 215 S 6 —>§+21§6 —>—+Z§6 - —=6 —6=6
3 9 24 9 35
4 <1 4—+-=<1 —+-=1 — <1
1+ 22 =10 —>32—|—43_0 —>4;4_(; —>4_0
1,79 2 0 T1=3 —>§§0; T2 =g Hzio
3 9
Vysledek xy = 5 a ry = 1 tedy splnuji vSechny podminky.
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2.4.2 Vypoéet pomoci metody Whinston, van de Panne

Vzhledem k podobnym vychodisktim jsou u obou programit shodné pocatec¢ni definice

matic:

Zaciname definicemi pomocnych matic:

pb = {{"w1"}, {"w2"}, {"w3"}, {"w4"}}; (* vektor pbx*)

m= {{"Zl"}, {"22"}, {nz3u}’ {nz4u}};(* vektor pb*)

pomn = {{0, 0, o0, o}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, O, O, O}};
poml = {{0}, {0}, {0}, {0}};

(* konec definice pomocnych maticx)

Pokrac¢ujeme naplnénim matic zadani.

q = {{-2}, {-22}, {6}, {10}}; (x vektor g*)
w = {{1, 0, 0, O},

{0, 1, 0, 0},

{0, 0, 1, 0},

{0, 0, 0, 1}};(x vektor wx)
z = {{-2, 2, -1, -4},

{2, -8, -2, -1},
{1, 2, 0, 0},
{4, 1, 0, 0}}; (x vektor zx)

Sestaveni simplexové tabulky a jeji kontrolni vystup:

s = Transpose[{pb[[All, 111, ql[A1l1, 111, w[[A1l, 111, w([Al1l, 211,
wl[A11, 3]], wl[All, 4]], =z[[A11l, 1]], =z[[Al1, 2]], =z[[Al1, 3]],
z[[A11l, 411}];

MatrixForm[s] (* matice s™- naplnénad simplexova tabulkax)

wl -2 1000 -2 2 -1 -4
w2 =22 01 00 2 -8 -2 -1
w3 6 0010 1 2 0 O
wsi 10 0001 4 1 0 O

Metoda Whinston-van de Panne vynechava prvotni vypocet proménné y a prvnim

krokem je hned vybér vhodného kandidata. Probiha opét ve dvou krocich:

Prvni urcuje sloupec. Vybirdme minimalni hodnotu (podminka vybér zaporné, ktera
mé nejvyssi absolutni hodnotu je nahrazena hleddnim nejmensi mezi zépornymi), takze

nevhodni kandidati jsou ohodnoceni oo:

For[ypos = 1, ypos < 5,
For[xpos = 7, xpos < 11,
If[s[[ypos, xposl] < O && s[[ypos, xpos - 4]] == 1 &&
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] !'= "z",
pom[ [ypos, xpos - 6]] = s[[ypos, xposl],
pom[[ypos, xpos - 611 = \[Infinity] 1;
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xpos++] ;
ypos++]
MatrixForm[pom]
minpos = Position[pom, Min[pom]];
selectposxl = minpos[[1, 2]];
selectposx = minpos[[1, 2]] + 6;
(xvyb&r sloupcex*)

—2 00 o0
o0 —8 o0 o0
00 00 00 00
00 00 00 00

Z vybraného sloupce vybereme konkrétniho kandid4ta min p; ( _qJ )

mjs

For[ypos = 1, ypos < 5,

If [s[[ypos, selectposx]] == 0 ||
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] == "z" ||
s[[ypos, 2]11/s[[ypos, selectposx]] < 0,

poml [[ypos, 1]1] = \[Infinity],
poml[[ypos, 1]] = s[lypos, 2]1]1/s[lypos, selectposx]]]
ypos++]

MatrixForm[pom1]

minpos = Position[poml, Min[poml]];

minposy = minpos[[1, 1]];

(*vyhodnoceni podminky min gq/m => i &islo Fadkux)

=8

W |

Vybraného kandidata prevedeme mezi bazické a dopocitame zbytek tabulky

ss = s;
For[ypos = 1, ypos < 5,
If [ypos == minposy,
ss[[ypos, All]] = ss[[ypos, All]]/ss[[minposy, selectposx]];
ss[[ypos, 1]] = m[[selectposxl, 1]1],] ypos++]
(*pfechod vybrané z"mezi bazickéx)
For[ypos = 1, ypos < 5,
If [ypos != minposy,
For[xpos = 2, xpos < 11,
ss[[ypos, xpos]] =
s[[ypos, xpos]] - s[[ypos, selectposx]]*ss[[minposy, xpos]];
xpos++],]
ypos++;]

(*dopolitani zbytku tabulky*)
s = ss;
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Vysledek po prvnim kroku:

wl =21 100 -%20 -3 I
2 S0 -500 -1 1 3
w3 £+ 0 110 30 -3 —3
wsd 20 01 L0 -7 —%

Nésleduje ovéteni podminky pro ukonceni smycky a po poslednim kroku nésleduje tisk

vysledku.
Mezivysledky po druhém kroku:

-3 0 oo 5 wl =7 1 3 1000 —2 -2
00 00 00 OO 00 22 % 0 —% % 0 0 1 é %
1 1 1 1 2 1 1

1 29 35 7 17 7 7

Mezivysledky po tretim kroku:

7 7 1 1 1 9

9 1 1 1 7

00 00 00 OO 00 22 T 13 T3 1 0010 — 51
3 1 1 1 7

00 00 00 00 00 z1 S —% 5 3 01 00 15
7 7 7 9 49

Pro dalsi krok neexistuje vhodny kandidat na prechod mezi bazické, takze program je
ukoncen.

Vysledné hodnoty jsou stejné jako u metody Shetty-Lemke:

3 9 7
5131:5 .IQ:Z /\125 /\220

39 49
Hodnotu tcelové funkce ziskdme dosazenim: f(xq,x2) = f (5, 4_1) = —

Ovéreni vysledku

Je pocitan stejny priklad jako u predchozi metody a bylo dosazeno stejnych vysledki.
Plati tedy i ovéreni vysledkt z piikladu pocitaného metodou Shetty-Lemke.
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2.5 Dynamické programovani

Zadani ulohy:

hledejte min f(Z) = sin(2x1) + tan(zy) + %ZL‘g
Pti omezenich:

Ty + X9+ T3 = %

x1, Lo, 23 = 0

™
A daném kroku h = —
aném kroku 10

Priprava podkladu

Zde je priprava podkladti o poznani jednodussi. Jedna ze zakladnich vlastnosti u tloh

dynamického programovani je separovatelnost ucelové funkce. f(z) rozdélime:
f(x1, 20, 23) = F(x1,22) + F(x3)

odtud tedy:

F(x1,29) = sin(2x;) + tan(xq), F(z3) = —

, . v e, T ™
dale mame urceny limit — a krok —

4 40°

Tim jsme urcili vSechny proménné, které budeme potiebovat pro zadani tulohy.

Program kopiruje vypocetni postup pro ,ru¢ni“ metodu popsanou v kapitole (2.3.4).
Zac¢ina definicemi proménnych a matic:

h = \[Pi]/40;

limit = \[Pi]/4;

pocetcyklu = Round[limit/h];

Fx1x2 = Array[0 &, {pocetcyklu + 1, 3}];

Fx3 = Array[0 &, {pocetcyklu + 1, 3}];
Fx1x2[[1, Al11]] = O;

Kde h je délka kroku, limit je hodnota z pravé strany funkce vyjadiujici omezeni. Dale
se pocita pocet krokt, na zakladé kterého se definuje rozsah matic pro ulozeni vysledk.
Nésleduje dvojita (vnofend) smycka s predpoctenym poctem kroki. Vnéjsi postupuje
podle poc¢tu kroki h v ramci limitu, vnitini vytvari matici s hodnotami pro jednotlivé
kombinace x; a x5 v ramci aktudlni pocitané hodnoty (h - cykl). Hodnoty uklada do
pomocné matice. Jeji rozmér je definovany v zacatku cyklu (po vyjadieni poctu krokii

vnitiniho cyklu).
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Po ukonceni vnitiniho cyklu je v matici vyhleddna minimélni hodnota a ulozena do
finadlni matice Fxlx2 spolu s hodnotami odpovidajici kombinace x; a x5. Po ukonceni

vnéjsiho cyklu je tato matice pro nazornost zobrazena.

For[cykl = 1, cykl < pocetcyklu + 1, cykl++,
dims = {(cykl + 1), 3};

pom = Array[0 &, dims];

MatrixForm[pom] ;

For[b = 1, b < cykl + 2, b++,

x1 = (b - 1)*h;

x2 = cykl*h - x1;

pom[[b, 1]1] = x1;

pom[[b, 2]] = x2;

pom[[b, 3]] = Sin[2* x1] + Tan [x2];
1;
MatrixForm[pom] ;

(*Print [MatrixForm[pom]] ;*)

Fx1x2[[cykl + 1, 3]1] Min[pom[[All, 3]1]];
Fx1x2[[cykl + 1, 1]1] x1;

Fx1x2[[cykl + 1, 2]] x2;

]

Print[ "Minima za jednotlivé mezivypolty, 1, sloupec x1, druhy \
sloupec x2, tf¥eti sloupec vislednad hodnota Fx1x2"];
MatrixForm[Fx1x2]

For[cykl = 1, cykl < pocetcyklu + 2, cykl++,

x12 = (cykl - 1)*h;

x3 = limit - x12;

Fx3[[cykl, 1]1]
Fx3[[cykl, 2]1]
Fx3[[cykl, 3]]

x12;
x3;
Fx1x2[[cykl, 3]] + 4*\[Pi]*x3;

Print[ "Minima za jednotlivé mezivyjpolty, 1, sloupec bk, druhj \
sloupec x3, tfeti sloupec vyslednd hodnota Fx1x2+Fx3"];
MatrixForm[Fx3]

)’3550
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Nésleduje druha smycka, tentokrat jednoduchd, ktera postupné nacita kombinaci hod-
noty b, = x12 a jejiho doplnku x3. Vypocita vyslednou hodnotu Fzlx2+ Fx3. Uklada
je do findlni matice, ze které potom vyhodnoti minimum. V matici je rovnou ulozena
i informace o bg. Vysledek je potom kombinaci hodnot z matice Fz3 (hodnota x3) a

pro prislusnou by = x12 z matice Fxlx2.

0 % T

& % 9+ Tan [f]
% 5 ‘5 +Tan[g]
© % Tt Ten[5]
VAR T
55 5 +Tan[]

5 % %+ T3]
xS S+ Tan [T7]
x5 2/54+T
o & T+ Tan 5]

r 0 1

Nakonec jsou vypsany vysledné hodnoty:

"Visledkem je kombinace:"

Print["x1=", x1 = Fx1x2[[posxfin, 1]]];

Print ["x2=", x2 = Fx1x2[[posxfin, 2]]];

Print["x3=", x3 = Fx3[[posxfin, 2]]];

"S vyslednou hodnotou tcelové funkce:"

Print["f(x1,x2,x3)=", Fx3[[posxfin, 3]]1];

Print["Dosazeni do limitu: x1+x2+x3=", x1, "+", x2, "+", x3, "=",
x1 + x2 + x3]

tedy:
=2l = -
10
To=22=0
3T
T3 =23 = 0
, . 1 2 | 3
Vysledna hodnota tucelové funkce =, /1 — — + — = 6, 2467
V5 5

Ovérent vysledku

Omezeni z1 + 29 + 23 = 110 +0+ 0" % byla dodrzena. Limit byl zcela vycerpan.
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ZAVER

Cilem této prace bylo vypracovat piehled optimaliza¢nich metod, véetné jejich popisu
a rozgboru, pouzivanych k feseni tiloh neklasického vazaného extrému. Zejména pak ve

smyslu konvexniho, kvadratického a dynamického programovéani.
V tvodu teoretcké ¢asti byly zopakovany zakladni pojmy z oblasti statické optimalizace.

Teoreticka ¢ast dale obsahuje rozbor tloh matematického programovani. Zacina popi-
sem tloh volného extrému, reprezentovanych zde metodou pripustnych smért. Pokra-
¢uje popisem klasického vazaného extrémemu a navazuje neklasickym vazanym extré-
mem s jednoduchou ukazkou tlohy linearniho programovani, na které jsou vysvétleny
pojmy ,duélni tloha“ a ,citlivostni analyza“.

Nasleduje rozbor tloh nelinearniho programovani. Jsou klasifikovany podle matematic-
kych prinicipt, které vyuzivaji. Pokracuje rozbor vybranych metod na jednoduchych
prikladech.

Konvexni programovani je zde zastoupeno analytickou metodou postavenou na Sesti
Kuhn-Tuckerovych podminkach. Tato metoda se jevi jako pomérné slozitd a Spatné
algoritmizovatelna. Proto se vyuziva dalsich metod, jak vyuzit vlastnosti konvexni

mnoziny, kterou tvori omezeni.

Jednou z velmi pouzivanych zpisobt vychéazejici z konvexniho programovanije kvadra-
tické programovani. Tyto tlohy maji vyuziti nejen samy o sob€, ale mohou byt vyuzity i
pro nékteré dalsi ilohy nelinearniho programovani. Dosahuje se toho prevedenim obec-
ného problému na posloupnost problémt kvadratickych. Tato prace popisuje principy
metod ,,Shetty-Lemke* a ,Whinston-van de Panne“. U obou je zpracovana ukazkova

uloha.

Dalsi popisovanou tlohou nelinedrniho programovani je dynamické programovani. Vy-
uziva separovatelnost tucelové funkce a opira se o Bellmantv princip optimality. Je

popsané metoda nalezeni optima v orientovaném sitovém grafu a tabulkovou metodou.
Prakticka c¢ast se vraci k popisu metod kvadratického a dynamického programovani.

V progamu Mathematica jsou zde zalgoritmizovany tlohy kvadratického programovani,
s vypoctem pomoci obou popisovanych metod. Kéd je rozdélen na jednotlivé vypocetni
a rozhodovaci bloky, které jsou samostatné popsany a doplnény o mezivysledky. Vzhle-
dem k tomu, Ze je rtiznymi metodami zpracovavana stejna tloha, je dosazeno stejnych
vysledkii. Metoda Whinston-van de Panne se zde ukazuje jako jednodussi pro zpraco-
vani.

Uloha dynamického programovani je analyzovana stejnym zptisobem. Kéd pro Mathe-
maticu je roz¢lenéna popsan. Vzhledem k velkému mnozZstvi vypocta (viz pfilohu pro
tlohu zpracovanou v teoretické ¢asti) jsou uvedeny jen vysledné matice s vybérem

optimalnich hodnot.
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Zavérem lze konstatovat, ze popsané tlohy jsou dobfe algoritmizovatelné, jen u dyna-

mického programovani narazime na vyssi pamétovou narocnost.
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CONCLUSION

The aim of the thesis was to draw up an overview of the optimization methods that
are used for problem processing of the nonclassical constrained extremes, including
description and analysis of the methods, particularly in terms of convex, quadratic and
dynamic programming.

In the preamble of the theoretical section the basic terms from the field of static

optimization are recapitulated.

The theoretical section also includes the analysis of the problems of mathematical pro-
gramming. It begins with the account of nonconstrained extreme problems represented
by the method of feasible directions. Then it proceeds to the classic constrained ex-
treme, including a simple example of the linear programming problem in which the

terms of dual problem and sensitivity analysis are explained.

The analysis of nonlinear programming problems follows. The problems are classified
according to the mathematical principles they employ. The analysis of the selected
methods follows. The convex programming is here represented by the analytical method
based on the analysis of six Kuhn-Tucker conditions. As this method seems to be rather
complicated and difficult to be converted into algorithm, another methods are employed

to make the account of the characteristics of convex set that is restricted.

One of the methods frequently used resulting from the convex programming is quad-
ratic programming. These problems are utilized not only within their field but they
can be also used for some other nonlinear programming problems. That is achieved by
transferring general problem to the sequence of quadratic problems. The thesis descri-
bes the principles of Shetty-Lemke and Whinston-van de Penne methods and includes

exemplar problems.

Another example of nonlinear programming that the thesis deals with is dynamic pro-
gramming. It makes use of a target function separability and is based on Bellman’s
principle of optimization. It is a method of optimum location in directed reticular

graph and a table method.

The practical section goes back to the description of quadratic and dynamic program-

ming methods.

In Mathematica programme the problems of quadratic programming are converted
into algorithm with the calculation mode of the two methods described. The code is
divided into the particular computational and alternative boxes which are described
and supplied with intermediate data. Inasmuch as the same problem is processed by
various methods, the equivalent results are reached. Whinston-van de Penne’s method

proves to be easier for processing.
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The dynamic programming problem is analysed the same way. The code for Mathema-
tica programme is segmented and described. With regard to a large number of results
(see the supplement relating to the problem processed in the theoretical section) only

the resultant matrices containing the optimum values are presented.

At the conclusion it can be stated that the described problems are easily converted into

algorithms, taken into consideration that dynamic programming is memory intensive.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

*

extrém funkce (index hvézdicka, napf. z*)

oznaceni transfomace (index T, napf. matice transformovand matice Q@ — Q)
vektor (napft. T je vektor proménnych z, tedy x, za, ..., x,)

smérovy vektor (napi. §— vektor gradientu funkce)

A oznaceni neurcitého koeficientu (Lagrangeova multiplikatoru) [lambda)
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Priloha
Pomocné vypocty pro priklad k dynamickému programovani

T ‘$2 ‘Fxl,mg

x1

T2

FIIJQ

T

X2

F3317732

0
0,1

T

0,1
0

T2

0, 3162
0,0100

F$1:$2

0,1
0,2

x

0,2
0,1

T2

0,4472
0,3262
0,0400

FCC17552

0,1
0,2
0,3

0,3
0,2
0,1
0

X2

0, 5477
0, 4572
0, 3562
0,0900

F3317$2
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0,4

T
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0,3
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0,1

T2

0, 6325
0,5577
0, 4872
0, 4062
0,1600

F5E17932
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0,2
0,3
0,4

x
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0,3
0,2
0,1

X2

0,7071
0, 6425
0,5877
0,5372
0,4762
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Fﬁclﬂfz

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

X2
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0,6072
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0, 3600

Ffl?17932
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0, 9562
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Pomocné vypocty pro priklad k dynamickému programovani

bk — I3 ‘ Z3 ‘ Fbkfxg,xg

0 0,1 1] 0,0016
0,1 0 0,0100
by — w3 | T3 }%k—x&xg
0 0,4 | 0,0940
0,1 0,3 | 0,0509
0,2 0,2 10,0524
0,3 0,11 0,0916
0,4 0 0,1600
b —x3 | 3 | Fopens s
0 0,7 10,4366
0,1 0,6 | 0,3012
0,2 0,51 0,2168
0,3 0,4 ] 0,1840
0,4 0,3 | 0,2009
0,5 0,2 0,2624
0,6 0,110,3614
0,7 0 0,4900

I T2 5}1@2

0 0,2 0,0124

0,170,1]0,0116

0,210 0, 0400
by, —x3 | T3 | Fbp—us.as
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0,5 0 0,2500
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0,2 0,6 | 0,3312
0,3 0,5 | 0,2668
0,4 0,4 | 0,2540
0,5 0,3 0,2909
0,6 0,2 10,3724
0,7 0,11 0,4916
0,8 0 0, 6400
by —x3 | x3 | Fyy—ug s
0 1,0 | 1,0000
0,1 0,9 | 0,8100
0,2 0,8 | 0,6487
0,3 0,7 0,5266
0,4 0,6 | 0,4512
0,5 0,51]0,4268
0,6 0,4 | 0,4540
0,7 0,3 | 1,5309
0,8 0,2 1,6524
0,9 0,1]1,8116
1,0 0 1,9267

by — x3 | T3 l%k—m&mg
0 0,3 | 0,0409
0,1 0,2 10,0224
0,2 0,11]0,0416
0,3 0 0,0900
by — 3 | T3 }%kfx&zg
0 0,6 | 0,2912
0,1 0,5 0,1868
0,2 0,4 ] 0,1340
0,3 0,3 10,1309
0,4 0,2 10,1724
0,5 0,11]0,2516
0,6 0 0, 3600
by — x3 | T3 }%kfm&mg
0 0,9 | 0,8000
0,1 0,8 10,6187
0,2 0,7 10,4766
0,3 0,6 | 0,3812
0,4 0,51 0,3368
0,5 0,4 | 0,3440
0,6 0,3 | 0,4009
0,7 0,2 | 0,5024
0,8 0,11]0,6416
0,9 0 0, 8100



Priloha
Kompletni kéd programu pro kvadratické programovani, metoda Shetty-Lemke

pb = {{"wi"}, {"w2"}, {"w3"}, {"wd"}}; (* vektor pbx)

m = {{"z1"}, {"z2"}, {"z3"}, {"24"}}; (x vektor zx*)

pom = {{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0o, 0}, {0, 0, O, 0}, {0, 0, O, O}};
poml = {{0}, {0}, {0}, {0}};

(* konec definice pomocnjch maticx)

q = {{-2}, {-22}, {6}, {10}}; (* vektor g*)

y = {{0}, {0}, {0}, {0}}; (* vektor gx)

w = {{1, o, 0, 0}, {0, 1, O, 0O}, {0, 0, 1, 0}, {0, O, O,
1}}; (x vektor wx)

z = {{-2, 2, -1, -4}, {2, -8, -2, -1}, {1, 2, 0, O}, {4, 1, 0,

0}}; (* vektor zx)

s = Transpose[{pb[[A1ll, 111, q[[A1l1, 111, w[[All, 111, w([[Al1l, 2]],
wl[A1l, 3]], wl[All, 4]], =z[[A1l, 111, =z[[Al1, 2]], z[[Al1l, 3]],
z[[Al11l, 4]], y[[A1l, 1]1}];

MatrixForm[s] (* matice s - naplnénd simplexova tabulkax)

For[ypos = 1, ypos < 4, ypos++,

If [s[[ypos, 2]] < 0, s[lypos, 11]1] = -1,]

MatrixForm[s] (* matice s - dprava y*)
ming = Position[q, Min[ql];
minqy = minq[[1, 1]1];
selxpos = minqy + 6;
(*Zaméfeni pozice pro y*)
ss = s;
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If [ypos == minqy, ss[[ypos, Al11]] = ss[[ypos, All]l]x*(-1);
ss[[ypos, 111 = "y",]1]
(*pfechod y mezi bazickéx)
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
pb = ss[lypos, 11];
If [ss[[ypos, 11]] == (-1),
ss[[ypos, Al1]] = ss[[ypos, A11]] + ss[[minqy, Al1l]];
ss[[ypos, 1]] = pb,]

s’ = ss;
MatrixForm[s]
(*SmycZkax*)
smycka = 1;
While[smycka == 1,
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
For[xpos = 7, xpos < 11, xpos++,
If [s[[ypos, xposl]] > O && s[[ypos, xpos - 4]] != 0 &&
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] != "z",

pom[ [ypos, xpos - 6]]1 = s[[ypos, 211/s[[ypos, xposl],

pom[[ypos, xpos - 6]] = \[Infinity]]
]

MatrixForm[pom]
minpos = Position[pom, Min[pom]];
selxpos = minpos[[1, 2]] + 6;
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If[s[[ypos, selxpos]l] == 0 ||
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] == "z",
poml[[ypos, 1]] = \[Infinity],
poml[[ypos, 1]] = s[lypos, 2]1]1/s[lypos, selxpos]]] 1]
MatrixForm[pom1]
minpos = Position[poml, Min[poml]];
minposy = minpos[[1, 1]1];
(*vyhodnoceni podminky min q/m=>i &islo Fadkux*)
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
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If [ypos == minposy,
ss[[ypos, Al1l]] = ss[[ypos, Al1]]/ss[[minposy, selxpos]];

ss[[lypos, 1]] = m[[selxpos - 6, 1]1],] ]
(*pfechod vybrané z mezi bazickéx)
For[ypos = 1, ypos < 5, ypost+,
If [ypos != minposy,

For[xpos = 2, xpos < 11, xpos++,

ss[[ypos, xposl] =
s[[ypos, xpos]] - s[[ypos, selxpos]]*ss[[minposy, xpos]];

1,1 1;
(*dopoitani zbytku tabulkyx*)

s = 8s;
smycka = 0;
For[ypos = 1, ypos < 5, ypos++,
If [StringTake[s[[ypos, 1]]1, {1}] == "y", smycka++,
]

]
If [smycka >= 1, smycka = 1,

MatrixForm[s]
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Kompletni kéd programu pro kvadratické programovani, metoda Shetty-Lemke

pb = {{"w1"}, {"w2"}, {"w3"}, {"wd"}}; (* vektor pbx*)

m = {{"z1"}, {"z2"}, {"z3"}, {"24"}}; (x vektor pbx*)

pom = {{0, 0, o0, o}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, O, O, O}};
poml = {{0}, {0}, {0}, {0}};

(* konec definice pomocnjch maticx)

q = {{-2}, {-22}, {6}, {10}}; (x vektor g*)

v = {{1, o0, o0, O}, {0, 1, O, O}, {0, O, 1, O}, {0, O, O,
1}}; (x vektor wx)

z = {{-2, 2, -1, -4}, {2, -8, -2, -1}, {1, 2, 0, 0}, {4, 1, O,

0}}; (* vektor zx)

s = Transpose[{pb[[A1ll, 111, ql[[Al1, 111, w[[All, 111, w([[Al1l, 211,
w[[A1l, 3]], wl[All, 411, z[[A11l, 111, =z[[A11l, 211, =z[[A11, 311,
z[[A11, 4]11}];

MatrixForm[s] (* matice s - naplnénd simplexova tabulkax)

For[ypos = 1, ypos < 5,

For[xpos = 7, xpos < 11,
If [s[[ypos, xpos]] < 0 && s[[ypos, xpos - 4]] == 1 &&
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] != "z",
pom[[ypos, xpos - 6]] = s[[ypos, xposl],
pom[[ypos, xpos - 611 = \[Infinityl ];
xpos++] ;
ypos++]

MatrixForm[pom] ;

minpos = Position[pom, Min[pom]];

selectposxl = minpos[[1, 2]];

selectposx = minpos[[1, 2]] + 6;

(*vyb&r sloupcex)

For[ypos = 1, ypos < 5,

If [s[[ypos, selectposx]] == 0 ||
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] == "z" ||
s[[ypos, 21]1/s[[ypos, selectposx]] < O,
poml[[ypos, 1]] = \[Infinity],
poml[[ypos, 1]] = s[lypos, 2]1]1/s[lypos, selectposx]]]
ypos++]

MatrixForm[poml];

minpos = Position[poml, Min[pom1]];

minposy = minpos[[1, 1]];

(*vyhodnoceni podminky min gq/m => i &islo tadkux)

smycka = 1;

While[smycka == 1,

ss = s;
For[ypos = 1, ypos < 5,
If [ypos == minposy,
ss[[ypos, All]] = ss[lypos, All]]/ss[[minposy, selectposx]];
ss[[ypos, 1]] = m[[selectposxl, 1]1],] ypos++]
(*pfechod vybrané z mezi bazickéx)
For[ypos = 1, ypos < 5,
If [ypos != minposy,
For[xpos = 2, xpos < 11,
ss[[ypos, xpos]] =
s[[ypos, xpos]] - s[[ypos, selectposx]]*ss[[minposy, xpos]l];

xpos++],]
ypos++;1;
(*dopocitani zbytku tabulkyx*)
s = 8s8;

For[ypos = 1, ypos < 5,
For[xpos = 7, xpos < 11,
If [s[[ypos, xpos]] < 0 && s[[ypos, xpos - 4]] == 1 &&
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] != "z",
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pom[[ypos, xpos - 6]]
pom[[ypos, xpos - 6]]
xpos++] ;

ypos++]

MatrixForm[pom] ;

minpos = Position[pom, Min[pom]];
selectposxl = minpos[[1, 2]];
selectposx = minpos[[1, 2]] + 6;
(xvybér sloupcex*)

For[ypos = 1, ypos < 5,

If [s[[ypos, selectposx]] == 0 ||
StringTake[s[[ypos, 111, {1}] == "z" ||
s[[ypos, 2]1/s[lypos, selectposx]] < 0,

poml[[ypos, 1]] = \[Infinity],

poml[[ypos, 1]] = s[[ypos, 2]1]1/s[lypos, selectposx]]]
ypos++]
MatrixForm[pom1];
minpos = Position[poml, Min[pomi1]];
minposy = minpos[[1, 1]];
(*vyhodnoceni podminky min gq/m => i &islo Fadkux)

If [poml[[minposy, 1]] == \[Infinity], smycka = 2, ]
(*kontrola smyckyx*)

s[[ypos, xposl],
\[Infinity] 1;

MatrixForm[s]
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Koéd programu pro tlohu dynamického programovani

h = \[Pi]/40;
limit = \[Pi]/4;
pocetcyklu = Round[limit/h];
Fx1x2 = Array[0 &, {pocetcyklu + 1, 3}];
Fx3 = Array[0 &, {pocetcyklu + 1, 3}];
Fx1x2[[1, Al1l]l] = O;
For[cykl = 1, cykl < pocetcyklu + 1, cykl++,
dims = {(cykl + 1), 3};
pom = Array[0 &, dims];
MatrixForm[pom] ;
For[b = 1, b < cykl + 2, b++,
x1 = (b - 1)*h;
x2 = cykl*h - x1;

pom[[b, 1]1] = x1;

pom[[b, 2]] = x2;

pom[[b, 3]1] = Sin[2* x1] + Tan [x2];
1;
MatrixForm[pom] ;

(¥Print [MatrixForm[pom]] ;*)

Fx1x2[[cykl + 1, 3]] Min[pom[[All, 3]1]1];
Fx1x2[[cykl + 1, 11] x1;

Fx1x2[[cykl + 1, 2]1] x2;

Print[ "Minima za jednotlivé mezivypolty, 1, sloupec x1, druhy \
sloupec x2, t¥eti sloupec visledna hodnota Fx1x2"];
MatrixForm[Fx1x2]

For[cykl = 1, cykl < pocetcyklu + 2, cykl++,

x12 = (cykl - 1)*h;

x3 = limit - x12;

Fx3[[cykl, 2]] - x3;
Fx3[[cykl, 3]] = Fx1x2[[cykl, 3]] + 4x\[Pi]=*x3;

Print[ "Minima za jednotlivé mezivyjpolty, 1, sloupec bk, druhj \
sloupec x3, t¥eti sloupec vyslednd hodnota Fx1x2+Fx3"];
MatrixForm[Fx3]

xfin = Position[Fx3, Min[Fx3[[All, 3]]11];

posxfin = xfin[[1, 11];

"Visledkem je kombinace:"

Print["x1=", x1 = Fx1x2[[posxfin, 1]]];

Print["x2=", x2 = Fx1x2[[posxfin, 2]]1];

Print["x3=", x3 = Fx3[[posxfin, 2]]1];

"S vyslednou hodnotou tcelové funkce:"

Print["f(x1,x2,x3)=", Sin[2 x1] + Tan[x2] + 4/\[Pi]*x3];
Print["Dosazeni do limitu: x1+x2+x3=", x1, "+", x2, "+", x3, "=",
x1l + x2 + x3]
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Obsah ptilozeného CD

//
/Diplomova prace.pdf
/Podpora vyuky.ppt
/Mathematica/ (soubory pro program Mathematica)
/dynamicke _programovani3.nb
/Shetty-Lemke-smycka.nb
/Winnston-van_de_Panne-smycka.nb
/Pracovni/
/-actual/ (Zdrojové soubory pro CSETEX, pracovni soubory)
/podklady/ (Elektronickd podoba citovanych materiald. . . )
/obal/ (podklady pro tisk obalu Diplomové préce)
/_prezentace (pracovni materialy pro prezentaci Podpora vyuky.ppt)
/Ptilohy/ (tisténé piilohy diplomové préce)
/CD.pdf (obsah CD - tento dokument)
/dnp.pdf (mezivypocty k piikladu dynamického programovani — teoreticka
Cast)
/kod - dynamicke programovani.pdf (kéd tlohy dynamického programovani)
/kod - Shetty-Lemke.pdf (kéd tlohy kvadratického programovani — Shetty-
Lemke)
/kod - Whinston-van de Panne.pdf (kéd tlohy kvadratického programovani —

Whinston-van de Panne)



